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Vorrede zum ersten Theile. 



Du Work, welch«» ich Uermit dem mathtlnitiseheD PaUUcMÜherw 

gebe , hat einen doppelten Zweck : einerseits soll es als Leitfaden für aka- 
4fiii8<\hc VariesiingCH dienen , anfserdem aber auch zum Selbstsladiimi be- 
Htift werden kdmeii« Bei dar AutarMtang desselben holfe kh, in kai^ 
KT der genannten Besieliingen mieb dner SberfiMgen Mfiie enteriEogen 
n haben. Denn es \^ird dem aufmerksamen Beobachter nicht entgangen 
sein , dafs in den ktslen ^ Jahren y neaentüch seit dem Erscheinen der 
Wcike Cnnehy'Si eine neae Epooiie in der Oesehichte dir Winenschail 
begonnen hat, eine Epeehe , deren Eigenthänlichkeit in der Kritik der 
Methode Gesteht. Um so mehr aber mufs es auffallen , dafs gerade diese 
Zeit so ntm an Werken über algebraische Analysis ist, wäfaread sieb in 
aisRn Zweigen der Biathenntik, nameatlicli ihren elementafen PMieen, 
eine fast überschwengliche Fruchtbarkeit der dealsoben Gelehrten beor- 
kaadet. 

Ea dürfte wohl ineht überflüssig sein, hier eine Vei|(leiehiiag der frü- 
hoen Behnndhngsweisen der Analysis mit der jetzigen, haoptsSddich dareh 

Cauchy angeregten, vorzunehmen. Die MalhemaLik hat mit der Chemie 
das Eigenthümliche gemein , dafs man zur Erlangung eines und desselben 
Bimuitats nehr rerschiedene Wege, deren Zahl öfters nicht onbedealend 
iit, einsehingen kana. Unter diesen ianli es einen geben , welcher den 
Aqforderungen der Wissenschaft am meisten genügt j zu diesen Anforde- 
nuigen aber rechne ich : heuristischen Gedankengang, Strenge 
■adarehiiektoniaehes Gefüge» BetradMen wir naek diesen Getiehls> 
paaklen die Mlterta Methoden , so werden wir die erste Ferdemng immer, 
die anderen aber sehr wenig hefnedigt fmden. Die Methode der unbe-' 
stinunten Coeffizienten z« B« , die beliebteste der früheren Zeit) ist durch- 
weg keavialiBek, wenn am die aalui|;s gemaehte Hypothese ngiebi nnd 

*8 
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hat in so fern für den Praktiker einigen Werth , aber sie bleibt immer nur 
ein halber Beweis, solange man nicht nachireist, dais die zur Coeffizieoc 
tenbestinimung benutzte E^nenschaft iler behandeilen Funktion für die letz- 
tere charakteristisch ist, und für ein System der Wissenschaft ist sie eud- 
lich völlig unbrauchbar, da sie nur isolirte Resultate liefert, ohne die 
Schnur, an der man die gefundenen Perlen aufreihen könnte , auch nur 
im Entferntesten ahnen zu lassen. Ähnliche Bemerkungen treffen alle firü- 
heren Darstellungen , bei denen man immer den Fnfstapfen des Erfindjers 
folgte , ohne zu bedenken , dafs die Methode der Erfindung nicht immer 
die systematisch beste ist$ dem schöpferischen Genie eines Euler war es 
anrte£rweaterung deswissensehaftüohen Gebietes zuthnn, unbeküm- 
mert darum, ob diese Eroberungen gehörig gesichert waren oder nicht. 

]m Gegensatze hierzu finden wir bei Cauchy (Cours d^Analyse^ Pa* 
ni>.ltf2i):die gröfste Strenge bei vieler Kürze in der JSntwiokelnng}- dage* 
gen Ittdet £e . Schönheit des architektonisehen Baues dnrch sehr gekÜDK 
stelle Anordnung und das Leben der Erfindung fehlt gänzlich. Auf jeder 
Seite bemerkt man , dais die Wissenschaft auf diesem Wege nicht entstan- 
den isl und. dais ihre. Resultate. hier Mos bewiesen. werden sollen. . JDieHi 
mag andt/vieOeicht bei lianefaem den ^Glauben henrorgenifen haben , dab 
Cauchy blos Seiltänzerknnststiicke mache , und zeigen wolle , dais er Fer- 
tigkeit genug besitze, um Alles auf den Kopf stellen zu können. Wer 
sieh aber einmal durch die freilich etwas Stmile Darstellung durchgefimden 
hat , : wird dagegen in Gauohy^s Weike-dne wahre- Fundgrube schöner ana- 
lytischer Eutwickelungen entdecken und gestehen müssen, dafs Cauchy 
hinsichtlich der Strenge seiner Beweise allen folgenden Analytikern ein 
ebenso hohes Vorbild ist» wie die Geometer -des Alterthums ihren ]>faeb- 
tanmen. ' 

Zwischen diesen beiden Extremen habe ich einen Mittelweg einzu- 
schlagen gesucht, welcher das Interesse des heuristischen Gedankenganges 
mil der Strenge des französischen Analytikers vereinen und dem Gange ein 
besseres architektonisches Geiuge verleihen soll, als man bidier an diestm 
Theile der Mathematik bemerkt hat. Nachdem ich mm hiermit im Allge- 
meinen die Tendenz des vorliegenden Werkes bezeichnet habe, erlaube 
ich mir nooh: einigv mehr in's Einzelne gehende Bemerkungen über die 
wichtigsten Partieen desselben. 

Den Anfang bilden die Lehren von den unabhängigen und den abhän- 
gigen Vambelen und .den Funktionen» .da diese Begriffe das Eundament 



Vorrede» VII 

ausmachen, auf welckem die ganze Analysis sich eiiiebl« lo so fem näm- 
lieb' in jeder Gtokbing wie 3^ sBf(pt) dr«i üiiige za imteirsefaeidmi Mid, 
das'iMM^Miigig TdriiMiclie^ar, dÜB Netar der FbidLtioa /^and'das'ellii»' 

gig veränderliche?/, können auch sogleich drei Aufgaben gestellt werden, 
je nacbdem man eines der genannten drei Stucke als unhekannt, die jedes- 
maTüMgon ab bekannl ansiehl und jenes ans diesen za bestinunen ioohl« 
JHt erste An^sbe,. aw nnd / das angehfoige y zn besünunen, isl'Mne 
andere , als Bfetboden anangeben, wonadi man aHe Werthe ^ner Fdnl:«< 
tion, z.B. die Sinus aller möglichen Bögen, berechnen könnte. Die zweite 
Aufgabe , aus y und /' das entsprechende x zu bestimmen , ist gerade das 
Urngdkehrte der enteren $ die dritle^endlicb, ans.a? nnd y dieJXatnr Ao» 
Funktion./' sn* erkennen/ bildet . das sogenannte InterpolationsprabMi' iä 
der weitesten Bedeutung. Aufserdem aber haben die einzelnen Funktionen 
nocli [gewisse charakteristische Eigenschaften , und es entstehen daher noch 
die beiden Aufgaben > aus der Form einer FnnlLtion ihre Eigenscbaften ab* 
snkilen^ lind nrngekebrC, aus den gegebenen ESgtnscbaften euer ihrep 
Form 'naob unbekannten Funktion diese selbst zn besliminen. Vön dieseii 
fünf Aufgaben^ welclie aus dem Begriff der Funktion entspringen, sind die- 
jenigen zwei .die schwersten, in welchen nicht Gröfsßn oder Eigenschaf- 
ten» -sondern' die Natur der Funktionen, also Recfanangsoperationen be- 
stimmt ifrerden sollen nnd ibre Losungen sind nur. in- wenigen Fällen dfirch 
die Huirsmiltel der Algebra möglich. Die übrigen Aufgaben dagegen las- 
sen sich durch die Algebra Lcbaudehi , sobald man sich auf eine gewisse, 
geschickt gewählte Anzalil von Funktionen beschrankt, welche überdies 
die wichtigsten für die Anwendungen der Mathematik sind; ihre Lösung 
bildenden Gegenstand der algebraischen Analysis^). Läfstman die 
Gröfsen x , y und die Natur der Funktion /' sich ändern und nimmt nun die 
Änderungen von y, f der Keibe nach als bekannt an, so erhält man 
die Aufgaben : 1} aus der Änderung von x in einer gegebenen Funktion / 
die Änderung von y zn bestimmen, 2) umgekehrt ^ aus den Änderungen 
von y die des x sn finden, und 3) 'aus den Änderungen von x und y dieNa** 
tur der Funktion /'zu erkennen. Von diesen Problemen bilden die beiden 

•) Thibaut giebt die Behaadluai; der Form -f- Oj x -f- Oö ac' -fr . . . fiic den 
Zweck der niederen Analysis aus; ich mufs diefs uach der obigen Erörterung für eine 
sehr beschrankte Auffassung halten , da iilicrdicrs jene Form nur eine spezielle von den 
Formen ist, unter welclicn die Auflösungen der oben augedtiutetSBii Aufgabeu eracheinen* 
(M. f. die SchiulAbetrafihtiiDg.) 'i'v 
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enteil die Differenzeii* undDifferenzialrechBang^ die letzte die 
Sbmibmi- Md IntegralreckaoBflp* Uolemeht au Boch den EiufliifSy 
weldwn dne Änderaeg der Naiv der FSinIction wiUe kudber OMf I 

bHeb, auf x und 3f ausübt, so kommt man auf die Variationsrechnnng. 
Hiermit schliefst sich der Kreis der möglichen Combinationeo ; eed da der 
Begriff der Funktion schon der allgemeiiute ist, welcheo Ben einer CSWf- 
fteiwriMeiweheft zw Besis gebes km, ao haben wir bmadl keinen Zu- 
waeha der Bfadienatik an erwarteB, welober etwai weeenlKck wn den 
gefBkrten Disciplinen Verschiedenes enthielte. 

Die Untersuchung über die Veränderungen, welche eine snccessive Än- 
Wung der nnabhängig Veränderikhen in den Werthen der abhängig Veftin- 
derlidMii naeh aieh zieht, führt von aelbH aaf den Begriff der Grinse» 
Man bat sich Ue und da Mühe gegeben , diesen Begriff zu vermetden , 
ob er ein der Malhematik fremder , oder zu dunkler sei , ich glaube aber da- 
gegen, dafs diese Bestrebungen nur armselige Auskunftsmittel zur Umscbleir 
ehnng einea Begriffs sind, der mit Nothwendigkeit ana der Sieligkeit mmn* 
ter rifai«liehen mid zeitfichen Anaehannagen entspringt nnd haha daher aeinn 
Eülslehungsweise mit möglichster Sorgfalt erörtert (S. 23). Man würde in 
der Tbat anf nicht geringe Widersprüche stofsen , wenn man die Betrach- 
tung der CSrlhizenyeilMunienmUle, denn was ist dannz« B. V^9 oder V^87 
doeh nicht der Dezimalbmefa, welcher in konem Frile die fragKehe/Wnrzel 

genau darstellt? und wie kommt es dann, dafs V^2 • = 4 und zwar ge- 
nau SS 4 ist, obgleieh man weder V$ noch V^8 genau aufweisen kannT 
Dagegen geben gerade diese Fragen , namentlich wenn man die Geometrie 

zu Hülfe nimmt , zu ganz interessanten Belrachtungen Veranlassung. So 

>• B. stellt die Geometrie die V% genau dar, während sich die Arithmetik 
ihr blos nähern , aber unhegränzt nihem kann* Der Grund hienron ist» 
dafs die Geometrie ihre Gonstmktion im Ganzen nach dem Gesetz der Ste- 
tigkeit macht» während die Arithmetik die ^2 aus diskreten Theilen der 
Einheit asusammensetzt. Käme hier nicht der glücküehe Umstand hinan» 
dafa man diese Theilnng so weit treiben kann, als man will, so wurde 
auch die unbegränzte Annäherung an V^2 unmöglich sein , und es gäbe 
dann in der Arithmetik keine Gränzen. Auch von einer anderen Seile her 
zeigt aich die Nothwendigkeit der Gränzenbelraehtungen. £a ist nämlich ein 
grofser Unterschied, ob man eine Veranderiiche einem ^»eziellen bestinua* 
ten Werthe gleich setzt, oder jene in diesen sUtig übergehen lälit. 
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Dieser Unterschied tritt namenllich an unstetigen Funktionen sehr scharf 
hervor. Weicher ist z« B. der Werth des Ausdruckes 

I 1 

Jretan Arctm = /(*) 

für a: = o? Hier würden , wenn man die verschiedenen Weisen , auf 
welche x in a übergehen kann, nicht berücksichtigt, drei von einander 
gans TenchiedMie Aatwortea affgiclt mib* 
i) Znmt kiSmite md sagen, es isl 

1 1 . 



tf) Ik i*«AM---i-*dä^dA«MM— ^ iil» 10 Mgl ' 



adtUn I8r arssa 



i 

/(a?) = 3 Arctan 



I 

/(«) sti 9 ii^lMit - ±= IV. 



5) Ihigtkclii iai «kr in dMi Awdrmko VkJ{x) aach h^Mm 



I 



^ Arctan ^^—^f folglich 



• • i 
/U)9S'^%AretaR 

f 

und /(a) =3 — S w^Dm ~ SS — 

WcMms inm dtotea ird RefnltolM ist ton mni to ridili|ef Hierittf 
kuMi MB sohr Mekt antworten , wenn man statt ar es a zu setzen, x io 
a übergehen lälst. Dieser Übergang ist auf doppelte Weise möglich , ent- 
weder durch Zunahme oder durch Aboakme des Xi Im ersten Falle wür- 
towirtoWeribaeisMGfiliBovwiii-^d, in tweilei eis Üe m 
a+i eassbee oribsen, wobei H jederzeit eine positive kis w» NeU e^ 
nehmende Grölse bedeutet. Nehmen wir daher zuerst a;=a-- so wird 



II f 

J{a — Ä Arctan j — Arctm zsz 2 Arctan j 



fBlgHeh 



X. Vomda. 

/(«) SS Zdn S .^Han ^ s ». 

Nehmen wir dagegen jrs=;a-|*d, lo wird 

11 1 
/(a + d) = Arctm — j — AreUin j=s — 2 Aretm ^ 

folglich 

' . • » 

/(a) = Lim — 2 Anlmi j = — n. 

Wenn also x dnreh Zunahme sich der Gränze a nähert, so pMf(x) in 
7t Über; nähert sich dagegen x durch AhDahme dem Werthe so gebt 
f(x} in — n über. Dieis wird man auch leichl geometrisch veriOziren 
können. Wir sehen also, dals das erste Resnltat f(a) = 0 , welches sich 
am natürlichsten darzubieten schien, in jedem Falle unrichtig ist, und dafs 
die beiden anderen nur unter ganz bestimmten Voraussetzungen gellen. 
Diese Entscheidung aber hätten wir ohne Hülfe der GiänzenhetrachUuigen 
gar nicht geben können. 

Ich will hier noch einen Punkt berühren , der zu mancherlei Diskus- 
sionen Veranlassung gegeben hat ; es ist diefs die Behandlung des Unend- 
lichen. In dieser hat man sidi vielfach den groGsen Fehler zn Schulden 
kommen lassen , das Unendliche als bestimmtes Quantum aufznfiusea und 
damit zu rechnen, als hätte man eine endliche bestimmte Gröfse vor sich. 
Hinter diesen Bestrebungen scheint mir, obwohl es nirgends klar ausge- 
sprochen wird, eine halbphilosophische Forderung zu .stehen. So wie 
man ndh nüimlich in der Metaphysik von der besehrib^ten rSnmlichen nnd 
zeitlichen Auffassung der Dinge zu dem Gedanken eines absoluten Seins 
derselben erhebt, so hat man sich auch in der Mathematik ein absolut -Un- 
endliches verschaffen wollen^ welches nicht mehr den Charakter der Un- 
voOendharkdt an sich trägt, wie sonst alle ins Unbegriinzte wachsenden 
Gröfsen. Hierbei hat man aber Eines übersehen. . Das metaphyasch- Ah-» 
solute besteht nur in der Negation der Schranken, bat aber, wenn man 
sich nicht anC phantastische Träumerafen einlassen will, keinen positiven 
wissenschaftliehen Inhalt, indem die Rategorieen keine Anwendung auf die 
Ideen finden ; ganz ebenso würde sich die Sache auf der mathematischen 
Sttle gestalten I jenes durch Abstraktion von der UnvoUendharkeit exten- 
siver Gröllwn gewonnene schlechthin -Unendliche enthält gar nichts Positi- 
ves mehr in sich, und Wissenschaft ist daraus defshalb unmöglich, weil 
alle Rechnungsoperationen , die doch nur für die Grölsen erster Art be- 



welsbar sind, gar nicht auf jenes Absolute angewendet werden können, 
wenn nuun sich nicht aufs Hypothesenschmieden l^ft will. In der Xhii^ 
entsteheB auch durch deigleichen Venache di^ häifcesleo Widersprüche ge- 
gen ^e enrten Gnmdsatze'der GrSfseiilehre; so verstfifst z. B. der Sats 
oo-f-a = oo gegen den Grundsatz: jede Gröfse ist gröfser, als einer 
ihrer Theile. Will man den Widerspmeh heben » so bleibt weiter nichts 
ührig"^), als oo für keine GrölM za ccUäittB,. eher damit gerikh maa 
aus der SeyUa ia die Gharyhdia, dena. nnn . hat Baa zwei nagieiahartigp 
Dinge addirt, wovoa das eiaeia das Gelnet der ClvSjDwa gehört, datiui- 
dere nicht. 

Wieder Andere sagea, die Gleiehang oo -|- a ss oo ist nur eiae kurze 
Ansdracksweise für den Sate : hei wadiscftdea x nähern sich die Grofsea 
x-^a und x einer yerh'altnifsmäfsigen Gieicbheit. Das ist zwar etwas 
besser, aber immer noch sehr ungenau gesprochen. Denn da hier von 

einer yerhältnifsmäfsigen Gleichheit ikt Rede ist, ao mub man firur 
gen, ob das in Betrachtung kommeadje^yerhülCnirs ein arithmetisches, 

geometrisches, harmonisches, oder was sonst für eines sei. Darauf ist die 
Antwort: das geometrische, so dals also .der Satz eigentlich lautet: der 

Quotient — | — nähert sich für wachsende x der Einheit. Fügt man aber 

diese Interpretatioaea. zu, so fiilltaach der Yorlheil der Kurze,, welchen 

jene Redeweise haben soll, gänzlich weg und man kommt von selbst auf 
die Betrachtung der Gräuzen zurück. 

Bei dieser Gelegenheit will ich noch eine Frage beantworten, die man 
leicht aufwerfen konnte, um manche Crränzenbetrachtungen zu ▼erdSchtii' 

gen'^'*'). £s liefse sich nämlich folgender Zweifel aufstellen ^ es ist immer 

1 = Lm ^1 — ^) — 0 — ^} ' ' 0 — ' wachsende »i, 

sobald k von m unabhängig ist; aber wie steht dann die Sache, wenn k 
von m abhängt, z. B. A == 2n — 1 ist? Bevor ich diese Frage beantworte, 



*) ICn huuit» nodi «in Ansknnftaiiiittd remidiai, indem num die gew^Smliche 
DefinituMi von „GiöSk^ tat m ependl erUSrte nnd ebe andere gäbe. Non dann gebe 
nanr aib! Es hat dieft aber noch keiner der Vat fe chtef jener Amidit gethan nnd avar 
ans «dir eiafiidien Giiinden. 

**) IKeeer Einwurf fSiut von loottiffie her$ m. fifonerts Aidiiv der M a thea Mtifc 
LUiea 2tei Haft». . . . . 
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XII Vomt^t. 

wiH ieb cnl bemeriu» » 4a()i dieselbe eigentlich ekMi^ iD aaigts|VO€fa«i 
werden kann; wemi k der ReUM- CMCmii 

i t 8 4 6 

TO m m m m 

m beständig wachst, nähern sich dann alle Glieder der Null, oder giehl 
•t'AssMriuMBt Wirde wohl der FaU» wo emr der Zähler att III 1 
oder S ele* ulKre, ciDO Amthme hOdea? Hiermtf lüTst sieh noa 

leicht antworten. Geben wir nämlich dem m soccessive die Werthe 
9, 8, • • • so erhalten wir dar Beibo nach 

19 8 4 

W 1' i* ••' 
l S 3 4 
i» i» i» i» • • 
l 2 8 4 
8'8'8'8'*'" 

12 3 4 
4*4*4'4»*** 

> 

Wollen wir min in einem bestimmlen Gliede der anprün|^chen Reihe 
die Grihize für wachsende m finden, so brauchen wir nor in nnserem 
Schema von dem Index des Gliedes in seiner Vertikalreihe abwärts fortzu- 
gehen und wir nähern uns mehr und mehr der fraglichen Gränze. Zu* 
l^cb bemerlLl man, dals dieselbe in jedem Falle die Natt sein ihiIs, da in 
k 

^ der Kenner m beliebig vielmal grölser gemacht werden kann, als der 

conslante Zähler k. Wollte man aber k von m abhängig machen , etwa 
rurk = m — 1, so «gäbe sich für «= i , 9, 8, der Reihe nach 
19 8 

0, ~, . . . und zugleich ersieht man aus dem vorigen Schema, dafs 

man hier gar nicht in einem bestimmten Gliede der Reihe 

12 3 4 

~» ~ » Z » ^» • • • 



nor Griinse f8r wachsende m u1>ergeht, sondern immer ans ist Verlikal- 

reihe eines Gliedes in die des nächstfolgenden überspringt. In &o feip 

van abo in einem Gliede ^ der Reihe ~ , • • • znr Grilnze (ur wadi- 
aende »fiben^ehen wHl, hak es gar keineni.Sinn, von m ibhingig st ma* 
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eben, weil man dann selber liebt mehr weifs, von welchem hfirimmtri 
CUMb die Aede kL Ehmo Terkilt et nch nH den Ptodikte 

0 ~ w) 0 ~«) m) • • • 0 

Will man seine Gränze für wachsende m suchen , so würde es keinen Sim 
fcakeo, k von m «bhäogig^ sa BMlie&t ireü niaa dann nicht den Griu»- 
weith cuMsbettimniten FirodiAteftfindin, londm du IVodokt mJImI 
in immer andere ven grSfiien^ Gfiederenzahl verwandeln würde; 

Man sieht also , dafs jene Zweifel, welche man namentlich über die 
AbleiluBg der Exponenzialreihe aus der Biaomiiikeihe erhellen könnUi nnr 
anf einem MUsverständnila beruhen. 

Die Lehre von der Convergenz nnd Divergenz der Reiben 
habe ich jedem Gebrauche der Reihen selbst vorausgeschickt, weil mir die 
Kritik der Methode diese Anordnung auferlegte. Alle Rechmingsopera- 
ti4Mien nümiieli, welche uns die Algebra lehrt, gelten ursprünglick nur 
ISr Gröfsen» weldie ans diakreten Theilen , deren AniaU eadlieh isi, » 
sanimengesetzt sind $ ao lernen wir z. B. a-f- 6 -f* c -|- • • • »uK ^-hß'\- 
y . . . multipliziren , aber immer nur unter der Voraussetzung, dafs die 
Anzahl der Theile in jedem Faktor eine endliche und daher jeder Faktor 
ielbal eine endliehe beatiaunle Grölae aei. Dieae g^üoklidien Umstände 
filaden dber bei den nnendliefaen Reihen gar nieht atatt. ffier best^ Daa- 
jenige, womit gerechnet werden soll, aus einer nnendlichenMenge von 
Ttieilen, unter denen noch überdiefs ein gewisses Bildungsgesetz (Rekur- 
aionssk^e) ezistirt ; es versteht sich also von seibat, dala auch Rechnunga- 
oj^rationen, welche auf jeden einzelnen Tbeii angewendet werden sollen, 
gnr nicht voBatlndig zn Stande gebracht werden können, und dafii aidi 
auch nicht sogleich absehen lassen wird, wohin man konmen würde, 
wenn man die Operationen wirklich vollständig ausfuhren könnte. Diese 
Schwierigkeiten lasaen aieh nur dadurch besiegen, dab man mit Hülfe der 
Gränzenbetrachtongen die unendlichen Reiben aua den endlichen durch auo- 
eeaaive Vennehmng der CHiederzabl entstehen Kfat nnd zugleich die Mo» 
dißkationen untersucht, welche die auf endliche Reihen angewendeten Rech- 
nuDgsoperationen bei beständigem Anwachsen der Gliedermenge erleiden. 
Du wir nur aut endlichen beatiannlen Gröfaen rechnen können, ao Meibt 
bieriiei innner die Hanptfinges in wie fem laaaen aieh nnendfiebe Reiben 
als endliche bestimmte Gröfsen ansehen? die sich bei der beständigen Ver- 
mehrung der Reihengliedar in die folgende verwandalt t unter welchen 
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Vomde. 



Umständen haben onendliche Reihen eine bestimmte endliche Grdfse zur 
Gränze? Hie Beantwortung dieser Frage ist aber nichts. Änderet , als die 
Utttersnehnng über die Conveigenz der-Seiben. Wir kommen idemaeb 
zn dem Seblosse , dab sich nor mit conrngenlen Reihen sidier rechnen 

lälst. 

Im Widerspmebe zn diesem beschränkenden Resultate der Kritik bat 
man es bis in die- neueste Zeit herein yersucbt, aueh die divergenteo Rei- 
ben in den Rreis der Analysis zu ziehen. ' Ich will hier knrz zeigen , dafs 
dieser Calcül durchweg auf einer ganz unhaltbaren Hypolhese ruht. K uler, 
der Erfinder dieser sorglosen Weise zu rechnen , verfährt foJgendexmaafsen. 
Er zeigt zuerst , da(s für ar^i folgende Gleichung güt: 

•—• — = 1 -|- 4F -|- »• 4" "I" • • • * 

M SC 

Da er bei der Ableitung derselben keine Rücksicht auf die in der Rechnung 
saccessiy vorkommenden Reste ninunt» so bat dieselbe einen gewissen 
Schein der Al^emeingfiltigkeit, und dieser veranklst Euler , jene Glei- 
drang auch fBr andere als ächt gebrochene x zu gebrauchen. Hierbei h8Ue 
nun der Umstand , dafs die er\\'ähnte Gleichung für x'^ i eine Identität 
zwischen der Summe von lauter positiven GrÖfsen und einer negativen an- 
giebt, eine Aufforderung sein sollen, die Grundlagen des Calcüls seJbsi 
•mner genauen Kritik- zu unterwerfen; statt aber auf diese Weise den Wi- 
derspruch von Grund aus zu heben, versucht Euler, denselben zu er- 
klären und kommt nun auf den Gedanken, r— — °icht mehr als Summe 

'1 — X 

der fraglichen Reihe, sondern als erzeugende Funktion derselben an- 
zusehen , so dafs jetzt die Reihe nur eine nach gewissen Gesetzen aus je- 
ner Funktion abgeleitete Form ist. Diefs haben dann Andere noch etwas 
bestiomiter so ausgesprochen: die Gleichung 

— — =:l+*+«« + 4f» + ...fii in/. 

bedeutet : durch eine gewisse Reebnnngsoperation kann man aus der Funk- 
tion links soviel Glieder der rechts stehenden Reihe ent^ckeln, als man 
nur irgend will. — So unschuldig diefs nun auch auf den ersten Blick aus- 
sehen mag, so liegt doch darin eine der gewagtesten Hypothesen, und 
diese betrüR das Gleichheitszeichen. So wenig es sich Jemand einfaUeil 
lassen wird, die Quelle mit Dem, was ans ihr geflossen ist, zu identifiairau, 
so wenig ist man hier berechtigt , die erzeugende Funktkn ihrer Entwieke» 
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lang gleich zu setzea. Aus. diesem Fehler entsprang aber noch ein an« 
dflnr^elieBse gfollMrs auni'Wraiele Dämlioh aüe^AedwiwigBeparaiHMmi tnf 
die giiiz'iiikeftittnte.Beisidiiaig Bwieelm toiettfeageiifm Fuisliott «ii 

ihrer Entwickelang ebenso m.; als wire diese Bedeftmg^^ eine IdeilMt) 
kamen nun aulserdem noch wirkliche Gleichungen in einer Rechnung vor, 
so oszillirte jetzt immer die Bedeutung des Gieichbeitszeichens hin und her, 
so dsls min «m Ende selber mchlBiehrw«rste, was jelstdastZeieheii (msi) 
bedeotete^. ^eicfawold kann man in gewissem Same «och sage« dafii 
bei diesen Rechnungen niemals etwas Falsches herausgekommen sei ; denn 
da man sich schon im Anfang erlaubt hatte , dem Gleichheitszeichen eine 
fremde Bedeutung unterzuschieben^ so konnte man auch zuletzt^. 'da^ find» 
reraltat mochte noch so absurd ansseben, wieder eine Bedeutung mwle 
gen und sieb jedenfaUs eine plausible Inlerpretatie n <de s Oefimdenen tier^ 
schaffen. • 

Alle diese Fehler und das ganze unwissenschaftliche Treiben , weK 
dies ans ümen entstanden ist, hätten sich nun li^ebt doroh ein sehv einfo- 
ches JUittel vermeiden lassen, man biauehte nur ein neues Zeichen einmi- 

föhren , welches den Zusammenhang zwischen der erzeugenden Funktion 
und ihrer Entwickelung andeutete. Benutzen wir das Ähnlichkeitszeichen 
zu diesem. Zwecke , so ist jetzt der Sinn der Formel FryjR: aus der 
Funktion lassen sieb dureh eine gewisse Reebnungsöperation soviel Glie» 
der der Reihe B entwickdu , als man wilL Vor allen Dingen wSren non 
folgende Fragen zu beantworten: 1) wenn man durch verschiedene liech-- 
nongsoperationeu aus einer und derselben Funktion F zwei verschiedene 
Reihen entwickelt bat, wenn also FrsjR und zugleich jPrwü' ist, in 
welchem Verhültnisse stehen dann R md ü'vmi eniander? S) wenn R die 
Entwidcdung von F, und F die Summe der Reihe also Fr\jR und 
^ =/i'ist, welche Relation findet dann zwischen il und ii' statt? Man 
wird aber gleich bemerken, dai's diese Fragen sich schleclilhin gar nicht 
beantworten lassen. J>enn die Definition der Formel Ff\jR ist so unbe- 
stiauBt'aUgemsin und es ist so gar nichts über die Natur der Rechnungs- 
operationen gesagt, welche man zur Entwickelung von R aus F benutzen 
nufs, dafs man nicht den geringsten Anhaltepunkt zur Beantwortung der 
aufgestellten Fragen findet. Man sieht also auch von dieser Seite her, 
dafs mit de n divergenten Reihen nichts, anzufiuigen ist. 

*) Ich habe diefs im 4teii Hefte des Vten Theiles des Grunert*schen Archivs an 
dszelaea Beispielen naher ge^ei^ ■ • 
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Für die vier ersten Capitei , welche die EiiikilM^ sa «Uea iBlgnte 
üaUMmhuBgM Ute, habe ich necb in Clanaoi z« Vmmkm^ äAm 
ttaeo immer die ge om eiritdw Betraehtmig angedeelet ist, w«Mm bmkb der 

analytischen parallel fortführen ^ann. Ich bin durchaus nicht für die , na> 
mentlieh auch voa Thibaut verfochieoe Meinung , dals man Geometrie and 
Aai^fiNi fobarf voa einender tnmies sette, da nuoli im GcftalUle aeiwi 
Ctte hatte Erfahnng Mehrt hei, dele aiehle den Geloül mehr Klwbeit 
and AiifehealieUDB^Teileifal, eb wcaa bmd die geofaetaMoben Treoefame- 
tionea nachweist, welche den analytischen entsprechen. 

Die Darsteiinng des Binomialtheoremes hebe ich in einer Weise ge- 
0Bbea^ iwdehenidil aarheariiliacb, eondera eegarder binteriMhem Bat- 1 
iHbaag jenea Saliee nadigebildet uL Bie eatoesaiTa HakirlifcetiaA vee I 
i -\-x mit sich seihst bildet den Anfang, welcher in der That der histo- 
rische war , und führt zunächst auf die rekursive Bestimmung der Bino- 
ieialcoe£Bzienten , welche schoa Michael Stifel kanale. Darauf folgt 
dier Yenraeh eiaiir iadependealea Aagebe der geaeaatea GeefBiianiBB, 
wdehe TOB BfehriveB,'a. A. Peseel, gleicbzeitig gefeadea werde« New* 
ton endlich entdeckte die Allgemeiugültigkeit des Binomialtheoremes durch 
bidaJUton» d« b. dadurch, dafs er für sp^elle Werthe der Veränderlichen 
and dee BspOBeatea die Reihe sanmirle and die gefundene Zahl ant dea 
Zahlea der Qaedrat* and Knbikwaiaeltebdlea veiglieh. Der nSaüiehe 
Gedanke der Saamiirang der Reihe wird auch hier ausgeführt und zwar 
allgemein in der von Cauchy zuerst entwickelten Weise. Bieselhe hat 
einen doppelten Nutzen f sie beweist die Richtigkeit des hypothetisch an- 
(f^oanaeaea Bilduagsgeselaee der CeeflizieiilCB aad adgt zugleich die AU- 
gemeingiütigkeit des hinoBiische& Setzcs. Die Exponeazial- aad kgarilh- 
mischen Reihen schliefsen sich unmittelbar an das Binomialtheofem an , in- 
dem beide gewisse Gränzfälle jenes Salzes darstellen. 

Für die Cosinus - und Sinusreihe habe ich eine Entwickelung gegeben, 
weiche ebensowohl yon Gebienche der Methode anbeslimait^ CoefliBiea» 
tea, als tod der Biafiihrung iaiaginilrer GrÖlsea frei ist; zor Yenifidang 
jener Methode veranlafste mich der Umstand , dafs die Hypothese , welche 
den Anfang der ganzen Rechnung. ^|ffsmacht, sich gerade hier am alierwe- 
nigitea aioÜYirea lafst, die imagiaSrca GröÜMn aber ainisle ich aasschiiefeea, 
wenn leb einen natirliQhen Übagaag in das Gebiet dieser Gfdisen selbst gi»* 
Winnen wollte. Hat man diese Rücksicht nicht zu ndmen, so kann man 
auch die Ableitung jener Reihen mit Hülfe der imagMiäreu Gröleea noch viel 
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kürzer fossen, als bisher geschehen ist, indem iMa näalkli munittelbar 
MS dem Jjfoim^sohen Satze die Gleichimg 

entwickelt, wie diefs in §. 44 gezeigt worden ist. 

Auf die Cosinus - und Sinusreibe folgt nun die Lehre von den imagi- 
nSren GröOwn , welche l»ei dieser Anordnimg ein in sieh abgesehkNoenet, 
voD kdiier temden Untersnebnog dnieb^elieiies Ganses IrBM. Idi Mt 
nieh anek lier Ton Mmliefaett kritisehen GrandsHtzen leiten lassen, wie 
bei der Reihenlehre , und diese waren um so nöthiger , da man gerade da 
mit grofser Willkübrlichkeit zu Werke gegangen ist. So hat man sidl 
z. B* niebt gescbent, Aelationen wie o*. s= o'+v unmittelbar für inuh- 
ginäre x und y za brancben^ obi^elcb jene ISgensebaft der Exponenzial- 
gröfse in der Algebra und auch sonst immer nur fSr reelle x und if bewie- 
sen wird. 

Nach vollständiger Üntersoehung äber die Funktionen mit imaginXren 
Verilnderiicben bietet sieb wm ganz von selbst der Gedanke dar, Reihen, 
welehe nach den sneeesnven Polenzen einer VeiHnderliehen foi^hen, nh 

Hülfe des Moivre'schen Theoremes in andere zu verwandeln, welche nach 
den Cosinns oder Sinns der Vielfachen eines Bogens fortschreiten (Cap. XII) 
n^d ebenso nabe liegt es, auf das Moivre'scbe Tbearem unmittelbar das 
Binomiallheorem anznwenden. Die weitere Entwickelung dieser Idee 
(Cap. Xin) fHbrt zu den verscliiedenen Reiben für den Sinns oder Cosinns 
eines vielfachen Bogens , welche sich auf mannigfache Weise spezialisireu 
lassen. Als Gränzfalle ergeben sich hieraus noch die merkwürdigen Rei- 
hen iiur^c^stsx, detail und .tfliTmj; mit einer Leicbtigkeit, welebe 
wohl bei keiner anderen Entwickelung derselben anzntrellten sein dürfte. 
Endlich liefert die Anwendung der Lehren des Cap. III auf die Reihen für 
siiimx und cosmx die Produkte für diese Funktionen , aus denen sich 
die unendlichen Produkte für sm x und cos x sehr ungezwungen und mit 
der nötbigen Strenge ergeben. An diese reiben sich einige anderweite 
Eatwickelangen , welche die Reihen fSr die Tangente, Cotangente, Se- 
kante und Cusekanle belreffeu. 

Hiermit schliefst sich der Umfang, welchen man gewÖhnUch der alge- 
braischen Analfsis zu geben pflegt. Ich habe es aber für zweckmäfsig ge- 
halten, auch die Lehre von den Rettenbruchen in den Rreis derselben zu 
ziehen, da die Retlenbrfiebe eines von den Mitteln sind , dureh welche man 
die numerischen Werthe der Funktionen berechnen kann und in so fern 
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die erste Aufgabe der algebraischen Anah sis lösen helfen. Auch in dieser 
Disziplin begegnet man einer gewissen Sorglosigkeit des Calcüls, weichet 
hauptsächlich darin besteht, dafs iwiii die Kettenhrüche ohne Weitem inai 
Unendfiche fortsetzt, ebneren Einfluls zn hemiheilen, welchen die soe- 
cessiv weggelassenen Reste ausüben. Man hat sich auch hier, ähnlich 
wie hei den divergenten Reihen, durch die Hypothese der erzeugenden 
FunkAion des K^ttenbmcbes bellen wollen, hat aber dabei den alten Feh- 
ler begangen , die Quelle mit Dem, was aus ihr entspringt, ohne Write* 
res zu identiGziren. Ich sah mich daher wieder genöthigt, die Grundsätze 
der liritik ;«i handhaben juod jnuD&te deißhalb einige neue Untersuchungen 
anstepen. 

Diefs waren die Bemerkungen, welche ich dem Bache selbst yorans- 

zuschicken für nöthig liielt; ich füge ihneu noch den Wunsch bei, dafs 
mein Werk freundliche Aufnahme finden und das Seinige zur Belebung 
gründlicher malhematischer Studien beitragen möge. 

. Epdlich habe ich noch dem Herrn Verleger für seine geschmackyoUe 
typographische Ausstattung und dem Kupfersteclicr Herrn Mädel II. in 
Weimar .für die soi^^fältige. Ausführung der Figuren meinen Dank auszn- 
.spnechen« 

Jena, Ostern 1845. 

O. ScUl^milcht 
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Einleitung. 



Die manni^achen Beziehungen der ZahlengrSfsen unter einander, 
welche aus den verschiedenen möglichen Verbindungen derselben hervor- 
gehen, bilden im AUgemeinen den Gegenstand aller Rechnung« So lehrt 
uns die Arithmetik mehrere gegebene Zahlen za einer Summe oder einen 
Produkt vereinigen, die IKlTerenz oder den Quotienten zweier Zahlen auf- 
suchen , eine gegebene Zahl auf diese oder jene Potenz erheben oder die 
Wurzel irgend eines Grades aus derselben ziehen u. s. w. , sie zeigt uns 
überhaupt , wie man auf fest bestiieimle , vorliegende Gröfsen , sie mögen 
nun dureh Zahlen oder Buohstahen bezeichnet sein, die eine oder andere 
Operation anwenden kSnne. Eine solche Behandlongsweise fSr die Zab- 
Icnverkniipi'ungen ist aber nur eine beschränkte und leidet hauptsächlich an 
folgenden zwei Mängeln. Erstlich kennt die Arithmetik den Begriff suc- 
cessiver Veränderung nicht, weil sie es nur mit bestimmt angegebenen 
Gröfsen zu thun bat, die aus dner gewissen Menge von Einheiten als 
diskreten Theilen zusammengesetzt sind, zweitens fiehlt es ihr an der Ein- 
sicht in den allgemeinen Zusammenbang der verschiedenen 
Operationen; sie lehrt uns wohl durch irgend ein Verfahren aus einer 
gegebenen Zahl eine andere bilden, , und macht uns in dieser Absicht mü 
den verschiedenartigsten Methoden bekannt, aber sie deckt den inneren 
Znsammenhang dieser Rechnuogsoperationen nicht auf und wmst die ge- 
neinsch allliche Quelle derselben nicht nach. , 

Diese Mängel zu beseitigen und die verschiedenen Gröfsenverknüpfun« 
|en ans einem möglichst allgemeinen Gesichtspunkte zu betrachten, ist das 
Geschift der Analysis, welche dah^ einerseits wissenscbafUicb äber der 
Arithmetik oder Synthesis, wie man sie nennen könnte, steht, andererseits 
Iber die Hülfe derselben nicht entbehren kann. Man theilt sie gewöhnlich 
In zwei Theile, niedere oder algebraische Analysis, von Manchen 

' ünMlBllili flMlfitt f f 
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auch allgemeine Arithmetik genannt, und höhere Anaiysis, wel- 
che ticb hauptsächlich dadurch unterscheiden, dafs der erstere blos die aus 
der Arilhmetik bekannten Rechnungsoperationen anwendet, während der 

letztere neue Kechuungsweisen keonen lehrt. 



Capitel L 

Von den veränderlichen Gröfsen und den Funk- 
tionen im Allgemeinen. 

§• ^. 

Begriffe von veränderlichen GroTsen und Funktionen. 

Will nun die Analysis ihrer Aufgabe,. die Veränderlichkeit der Grö- 
Hwn und den aUgemeinen verschiedenartigen Zusammenhang beliebiger 
Gröfiwn in Betrachtuog zu sieben, näher treten, so mufs sie sich snvSr- 
derst nach Symbolen umsehen, unter ^pichen sie derartige Dinge in Rech- 
nung zu bringen hätte. So wird es nöUug» veränderliche Gröfsen, 
d« h. solche, die alle möglichen Werthe annehmen können, von den un- 
veränderlichen, d. h* denen, welche immer den nämlichen Werth be- 
halten , zu unterscheiden und diese Unterscheidung durch irgend eine Be- 
zeichnungsweise auszudrücken. Für diesen Zweck ist man darin über- 
eingekommen, die unveränderlichen, oder wie man auch sagt, cons tau- 
ten Gröisen mit den ersten Buchstaben des Alphabets c zn be» 
seichnen, für die veränderlichen oder variablen Gröisen dagegen die 
letzten Buchstaben x, z zu brauchen. In einem Ausdrucke , wie 
aX'\-hp bezeichnet daher für unseren Zweck x nicht etwa eine unbe- 
kannte Gröfse, wie in der Algebra, sondern mne unbestimmte, wei- 
che alle ipö^chen Zahlenwerthe durchlaufen kann, wogegen a und b fest- 
bestimmte Gröfsen bleuten, welche immer die nämlichen Werthe befaal* 
ten, wie sich auch das x verändern möge. 

Diese Unterscheidung führt uns von selbst auf die zweite Aufgabe, 
nämlich den Zusammenhang zwischen zwei Gröfsen ganz im Allgemeinen 
anszudrScken* Setzen wir nämlidi einen beliebigen Ausdruck, in wdr 
ehem eonstante Gröfsen und eine Veriinderiiche vorkommen, einer neuen 
GröDse gleich, also etwa unser obiges 
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ax b z= y 

80 isl die neue Gröfse y offenbar wieder eine veränderiicbe ; denn wem st. 
andere und andere Werthe annimmt, so ändern sieh aneh die Werlbe ven^v 
Aber diese Verilndeningen sind nieht ^HllkShrlieh ; eine Ändenug des x 
zieht eine ganz bestimmte Änderung des y nach sich; z. B. für zwei be- 
slimmle Zahlenwertbe von x, die wir mit und .r, bezeichnen woUeu» 
kommen anofa ein paar bestimmte entsprechende Werthe von ff, etwa 
und jf^ genanm, heraus, so daCi ist 

Nehmen wir nun an , dafs x^ um eine bestimmte Gröfse ö gröiser sei als 
OBij also x^s^Xi'i'ii so haben wir 

d. h. jfs +^ 

wenn also x sich um d ändert, so ändert sich y nm aö, mithin hängt die 
Veränderung des y von der des M at und zwar auf fest bestimmte Wei- 
ne. — Noch anfTallender tritt diels an dem folgenden Beispiele hervor» Es 
am u eine ganz beliebig yeründerliche Gröfte und 

tt* -|- 0 =: « 

so ist oü'cübar auch v eine Variable, aber nicht so willkiihrlich als 
Denn wenn c eine positive Zahl bedeutet, so ist für alle möglichen pes^ 
tiven oder negativen u das Quadrat folglich aach v * -|- mitbin jenes 
V positiv und es eadstirt kein Werth von u, für welchen u^-^-e oder 9 
negativ werden könnte. Trotz der gänzliehen Unbestimmtbeit des « ist 
also doch durch die Natur der Gleichung die Veränderlichkeit von v einge- 
schränkt uud ihr als Spielraum blos das Gebiet der positiven Zahlen ange- 
wiesen. Man mufs daher unabhängige und abhängige veränderliche 
GrSrsen nntersebeiden; die ersteren sind solche, denen man wiilkilhrikb 
jeden beliebigen Werth beilegen dar^ die letzteren diejenigen, deren Ver- 
Snderungen durch die Veränderungen einer anderen unabhängig veränder- 
lichen Gröfse nach irgend einem Gesetze bedingt sind. Dieses Gesetz 
seihst spricht sich in irgend einer apalytiscfaen Formel aus, wekbe die un- 
abhängig veränderliche GröliM' enthält (wie oben das oi; 4~ Men sol^ 
ehen Ausdruck , in welchem eine unabhängig veränderliche Gröfse auftritt, 
nennt man eine Funktion dieser Veränderlichen. Demnach sind alle 
beliebigen Ausdrücke wie 

V^*» — «*, kffw, iätw etc. 
sänuntlich Funktionen von die sich nur dadurch unterscheiden , dafs in 

i* 
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jeder die Art des Vorkommens der tiaaptgrölse eine andere, oder wie man 
tttcb Mgl, da£i jede anderer Natur ist. Zur BeEeichimng der Funkti«»- 
aen im AOgemeinen bedient niaa sieh der Bachstaben F, <p, ^ oder 

ähnlicher, welchen man denjenigen Buchslahen, der die in der Funktion 
YorkemmeAde Veränderliche bezeichnet, in Parenthesen «ingeschlossen auf 
der reeilten Seite heisetzf^). Symbole wie F(x)y f{^), M?^) 
deuten also niehts Anderes, als gewisse, nicht näher bestimmte Rech* 
nnngsausdrücke , in welchen eine unabhängig veränderliche Gröfse vor- 
kommt, wobei durch die verschiedenen Bachstaben F, fy 9, ^ zugleich 
angeBeigi wird, dab in jeder der genannten vier Funktionen x auf veiv 
sehiedene Weise yorkommt, oder dafs jede andmr Natur ist. ffieraaeh 
ist nun der Sinn einer Gleichung wie 

ganz ein&eh folgender x die Grdfsy läfst sieh dadaroh aus x ableiteDy 
dafs man mit diesem irgend welche nocÜiicht näher bestimmte analytische 
Operationen vornimmt und hierdurch ist ^ an so gebunden^ dafs es sich 
ändert, wenn x eine Änderung erleidet. 

Es kann eine Funktion aneh zwei oder mehrere nnabhängig verändei^ 
Bebe Gröfsen zugleich enthalten. So ist z. B. der Ausdruck ax -f- cz^ 
in welchem x und z zwei von einander unabhängige beliebige Gröfsen he- 
zaichnen, «ine Funktion yon x und z zof^eich, weil er sich ändert, wenn 
X oder t aUein eine Ändernng erleidet. Setzt man oo; -|- cz = y , so be- 
zeichnet man die Abhängigkeit des y von x und z zugleich durch die 
Gleichung 

y =J(m, m) oder y = 9(0?» z) eto. 
Ebenso würden nun entspreehend f{x, z, t), q>{x, z, u, v) «te. Fonk- 
tilmen von drei und mehr Veränderlichen andeuten. 

§. 2. 

Näbflve B o l imm iiDg der Aufgaben der Aoalyrie. 

Nachdem wir uns in dem Vorigen über die Vi^eise verständigt haben, 
in welcher veränderliche Gröfsen und der unbestimmt allgemeine Zusam- 
menhang zweier oder mehrer Gröfsen in Rechnnng za bnngen «nd, kte- 

•) Bisweilen läfst man wohl der Kürze wegen die Parenthesen weg und setzt z. B. 
•chlechtlibi /« etltt f(x). Eine solche Schreibweise ist aber defewegeii nicht sehr sn 
«npfehlen« ««0 man bei Our dne OpenrtionMeicben f leicht mit eben Coeffinenten 
iFVwedHilt» 
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nen wir nun den Zweck der algebraischen Analysis deutlicher entwidcAlii, 
als diefs Id der EioleiUiog möglich war. In jeder GleichoDg swiadm iwei 
Yerilndwlicheay etwa wie 

«a? -f- ^ = y 

sind nämlich hauptsächlich zwei Operationen denkbar, die eine, durch 
welche für gegebene x das zugehörige y gesucht wird , und die entgegen- 
geselEte, nach welcher x so bestännii werdea soll^ dafs. ein gewiisei an- 
gegebenes y heFanskonunen ninfs. In unserem Beispiele Wirt die evate 
Aufgabe sehr leicht zu lösen, weil dazu nur eine Multiplikation und Addi- 
tion nöthig ist ; um auch die umgekehrte Aufgabe zu vollenden , braucht 
man Uoa nach den Begeln der Algebra x my zia aneben, wodurch man 
findel 

a 

Hier haben x und y ihre Rollen ge\^'issermafsen vertauscht, indem jetzt y 
die miabbängige, « die abhängige Variable ist. Man bemerkt leicht, dafs 
«Be AnflSaung algebraiscfaer Qeiehnngen IQieibaupt nichts Anderes ist, ab 

die Auflösung des umgekehrten Problems. Denn wenn z. B» 

— i2x -|- 46 = y 

gesetzt wfrd, soerhültman nach den gewöhnlichen Regehi der Arithmetik 

leicht y, wenn x gegeben Ist; verlangt man dagegen dasjenige x zu fin- 
den, welches einen gewissen Werth von etwa y= 10, hervorbringt, 
so verwandelt sich die bisher unbestimmte Gröfse x in eine anbe- 
kannte nnd man bat die «inadhitisebe ^rheichnng 

X* — i2x + 45 = 10 oder — i2x — — 35 

aufzulösen, aus welcher man für x zwei Werthe, = 5 und ar s 7, er- 
hSlt, 80 dafs also der Werth y ss f 0 anf zwei verscbiedene Weisen er- 
zeogt werden kann. Etwas Ähnliches lälst sieb für Funktionen mebrer 

Veränderlichen leisten; in der Gleichung 

ax^ *H Ay* -f- es = » 
konunen z. B. vier Veründeriiche vor, von denen or, y, z unabhängig sind 

und nur u abhängig ist. Der Werth des letzteren läfst sich finden, wenn 
die Werthe der x, y, z gegeben sind ; wollte man dagegen u unabhäi^^ig-, 
z aber abhängig machen, so gäbe die Transposition^ 

II— -«t* — Jf* 

SS z 

• c 
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wobei jetzt z als Fucktion von u, x, y encheint. £benso erhielt« 
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— by^ — cz 



a 

MBB auoi f oder x ans ien jedenudigen drei nlungen Venüiderliolieii be- 
wlimnan woUle. 

Iflielit a&er, wie k den angdSbrlen Bebpielen, konmt ami nieht 

immer zu den Relationen , welche aus einer Funktionsform abgeleitet wer- 
den können, im Gegentkeiie erfordern dieselben oft Betrachtungen ganz 
besonderer Art. Diese soweit durehzoführea, dafs man die angedestetaB 
Aufgaben ohne Htflfe nener ReebBvngsweisen lösen könne, ist das Ge- 
schäft der niederen Analysis. Da aber der Funktionen unendlich viele 
sind, und jede ihrer Natur nach von einer anderen verschiedene FimktioD 
aacb eine andere Behaadlungsweise erfordert, so würde die Analysis ein 
4iBvolkndbares Werk werden, wenn man sich niekt anf die Betraufaeoog 
eber niehl zu grofsen^md geschickt gewählten Anzahl von Fmktioiito be- 
schranken wollte. Auch pflegt man die Lehre von der Anllösung der al- 
g^raischen Gleichungen aller Grade, welche einen Theil der Analysis 
ausmachen sollte, ans derselben auszuscheiden und als besondere Disziplin 
anzusehen. Die Funktionen nun, welche die niedere Analysis betracb- 
tet, enthalten nur eine Veränderliche und sind theils dem Gebiete der 
Arithmetik, iheils dem der Goniometrie und Cyklometrie entnommen. Die 
vier einfachsten, aus den vier Spezies abstammenden Funktionen sind 

indem man die Veränderliche die vier Operationen jener Rechnungen 
durchlaufen läl'st. Diesen zunächst steht die Potenz, welche zu zwei ver^ 
sehiedenen Funktionsformen Veranlassung gieht, je nachdem man nämlich 
entweder die Dasis oder den Exponenten als unabhängige Variable ansiebt. 
So orhufcpn wir noch die Funktionen 

jc* und a* 

von denen die erstere den Namen Potenz ausschliefslich fuhrt, während 
man der anderen den Namen Expenenzialgröfse gegeben hat. Jh 
die Gonslante a auch negativ oder gebroohen sein kann, so begreift die 
Potenz auch die Funktionen • 
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^ III 
— und V^«* 

in sich. Aus der fizponenzialgrölse entspringt zunächst der Loganthmi 
in dem Systeme, worin a die Basis ist. £s soll diers mit 

bezeiehnet werden ; steht der Zusatz bas. a nieht dabei , so ist es gleich- 
gültig, in welchem Systeme der Logarithmus genommen wird. 
Die goaiometrischen Funktionen, deren wichtigsten 
$inWf. e&$ Xf tm Xf coi Xp. i60Xf. CMecx 
sind , rednziren sieh zwar an und for sich a«f die erste, ans der man sie 
zusammensetzen kann; ihre Eigcnscbailen dagegen sind so verschiedener 
Art, dal's die Einzelnbetrachtung derselben höchst wichtig ist. Es mag 
dabd noch benurkt werden, daJs hier.x nieaiab in Graden, soodem im* 
mer in TheUen des Halbmessers ss l autgedrttckt wird, so dab es also 
zu jeder beliebigen unbenannten Zahl einen iSinns^ Cosinas n. s. w. giebt. 
Die Reduktion der in Graden gegebenen Bögen auf Theiie des Halbmessers 
geschieht leicht mittelst der Ludolphischen Zahl 7t, welche der Bogenläiige 
von 180^ entspricht. Sind also gegeben, so hat man: 

180<> : n = gO f X, also x = n 

wodurch jenes Xy welches in sinXy cos x etc. gemeint ist, bestimmt 
wird. Ebenso leicht würde es sein, umgekehrt die Anzahl von Graden 
2a bestimmen, welche ein Bogen von der Länge x in sich fafst. 

An die goniemetrischen Funktionen reihen sidi noch die cyklometri- 
schen , welche die Uinkehrungen von jenen sint. Hat nämlich ein Sinus 
die Länge x, so wird der Bogen, welcher zu diesem Sinus gehört, mit 

Aremn x oder Are {fin =d?) 
bezeichnet. Da aber zu ein und dem nSmlichen Smos nnzShIig viele B$- 

gen gehören, z. B* zum Sinns 4- 1 Bögen — , ao be- 



2' 2/ 2 

deutet in der Regel, wenn es vorher nicht anders bestimmt wird, Arcün x 
den kleinsten aller zugehörigen Bögen, positiv genommen. Demnach 

ist z. B. Arcsm -4= einzig und allein s=t* G^txa ähnlich ist die Be- 

4 

deutung der Zeichen 

jfrccasx, Aretan x, Arecolx, Arcsecx, ArecMee x> 

Betraehtoig der bisher geoanntoD Funktionen bilden ann den Ge- 
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» 

genstand der algebraischen Analysis. Von den vielen schönen Früchten 
welche eine solche mit Umsicht angestellte Untersuchung tragen mufs 
woOea wir nur eine im Hintergronde ze^n« Gelingt es nämlich , «llge 
meine Regeln zu entdecken, nacfr denen man z. B. fSr jede Zahl dei 
Logarithmus, für jeden Bogen den Sinus, die Tangente u. s. w. findet 
kann, so wird es auch möglich sein, für diese Funktionen Tafeln zu 
entwerfen, denen man gleich den nötbigen Logarithmus , Sinns etc. ent- 
nehmen kann. Dafs diesb Ansbente keine gennge sein werde, zeigt schon 
die gewöhnliche Tafel der Logarithmen , ohne welche manche Rechnun- 
gen geradezu unausführbar sein würden. 

Da man in den Handbüchern der Trigonometrie die Lehre von den 

cyklometrischen Funktionen gewöhnlich nicht mit abgehandelt findet, so 
möge hier eine Entwickelung ihrer Grundzüge stehen. 

L Bezeichnet « einen positirai Bogen im ersten Quadianteii, so 

haben alle die Bögen 

welche der Reihe nach im Isten, Sten, 5ten, 6ten, 9ten, iOten, . . . 
Quadranten liegen, den nämlichen Sinus. Überhaupt ist 

wenn wir k der Reibe nach = 0, 1, 2, 3, ... setzen und für jeden 
Werth von k nach einander das obere und untere Zeichen brauchen. Nen- 
nen wir X den gemeinschaftlichen Werth dieser Sinns, so folgt ans 
fi» IC SS :r die 61dcbnng|^ = Aresin x, weil unter allen Bogen, welche 
X zum Sinus haben, u der kleinste (der Voraussetzung nach im ersten 
Quadranten liegende) ist. Wird aber ganz unbestimmt die Gleichung 
9mw=iX gegeben, ohne dafs man schon rorher weifs, in welchem Qua- 
dranten w Hegt, so kann w alle die Werlhe 

haben, d. b. aus der Gleichong sinw = x folgt im Aligemeinen 

oder vermöge des Werthes von u, 

«f = - + ^- — Aresin -\-^kJt^ 
wobei für iS: = 0 das obere Zeichen dem ersten Quadranten , das untere 
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dem zweiten , für A == 1 das obere dem fünften , das untere dem sechsten 
Quadranten u. s. w. entspricht. 

Sind nun » und v zwei Bögen im ersten Quadranten nmu^x, 
n»v=ff, folglieh ii = Arain x,^v = Jrcsin y ao ist 

tüt {u v) = sin u eas V -\- sm V eos m 

mithin naeii dam Vorigen 

« + » = ^4: [? — Aresm {x Vi — + y + %kx, 

oder 

Aresin x -|- Arcsin y 
s= I + [| — Arcsin {x V^l — -|- y V^rH^)] -J- 2kn. 

Hier ist nun noeh za bestimmen, ob das obere oder untere Zeieheii' und 

welcher Werth für k genommen werden soll. Die Summe zweier Bögen 
ist aber entweder ein Bogen, im ersten oder zweiten Quadranten, weiter 
kann derselbe nicht reichen. Es muTs also nach dem Vorigen ss 0 und 
im ersten Falle das obere, im zweiten das untere Zeichen genonunen wer- 
den. Demnach ist 

Arain x -|- Jrainy a=s Jresm (» V^i y* + V — **) W 
und für « + 1) ^ 5, 

Aresinx'\' Arainy^n — Aresin {x Vi. — + y V± — «») (2) 

BBer bleibt aber noeh eine Frage übrig; nämlich: woran soll man denn 

erkennen , ob die Summe der Bögen u und v im ersten oder zweiten Qua- 
dranten liegt? Hierauf ist die einfache Antwort : am Cosinus, welcher 
im ersten Quadranten positiv, im zweiten n^tiv ist. Man hat aber 

eas {it-\-v)=::ieosueo8V^tinu9^v 

=zVi^x* . Kl— y«— jcy 

Man wird fol^ch die Formel (1) oder (2) brauehen, je nachdem 

xy < V^(i — x^) (1 — y^) oder xy > V^(l — x^) (1 — y*) ist. Diese 
Ungleichheiten reduziren sich nach beiderseitiger Quadrirung und Hebung 
von x^* anf die folgenden 

»* + < i nnd «• + > ^• 
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Es ist also für ar* + 2/* < 1 , 

Aresin x -|- Riesin y = Aresin {x V^l — + y ^1 — «•) (S) 

imd für je« -f- 9* > 1 , 

^mniy SS» — JtreiU{mV\ — -J.y|/i— jp«) (4) 

Durch ähnliche Betrachtungen findet man ancb ^ 

Aresin x — Aresin y = Aresin (r V^l — — y Vi — x'^) (6) 
und hier ist weiter keioe Bemerkung binzuzufiigen, weil die DüferenE 
zweier Bögen des ersten Quadranten diesen nicht iSbersteigen kann. Ffir 
y = X erhält man Aresin 0 =: 0, was man ohnehin weils, für x = 0, 

— Aresin y = Arcsin ( — y) (6) 
was der Gleichung 5t» (— ^ n) = — sin tt entspricht. 

Ähnliche Formeln faissen -sidi leicht für die Funktion Arccos x auf- 
stellen. Sie sind aber wenig im Gebrauche , weü man die Behandlung 
von Arccos x leicht durch die Gleichungen 



Arceo9» Arcsmz^ - (7) 

n 

Arccos ( — z) — Aresin = r- (8) 

welche immittelbar aus der geometrischen Betrachtung dieser Funktionen 
fliefsen^ leicht auf die von Arcsin x reduzirt. 

n. Sei wieder « ein B.ogen im ersten Quadranten, so haben alle 
die Bögen 

n-\-Uy %n'\-u, Zn-\'Uj .... 
welche der Reihe nach dem Isten, 3ten, 5ten, 7ten Quadranten u. s. f. 
aogehören« die nämliche Tangente, nämlich 

Am « =s toi (Im -|- ic) 
worin its= Oy 1, 8, gesetzt werden kann« Für tMU^x'ui 

n s=5 Arctan weil u der kleinste aller zur Tangente x gehörenden Bö- 
gen ist. Aus einer Gleichung wie tan = x folgt demnach , wenn man 
nicht weüs, in welchem Quadranten w liegt. 

Für taanu^x, ton d = y ist femer 

, ^ tanu — tanv x — y 

Um («•—«) = 7— i— , ; = 7 , — 

^ ' 1 -f- tan u tan v 1 -\-xif 

folglich wenn u und v im ersten Quadranten liegen,, 

tt — ü = -f- Aretan —x — ^ 

1 "1* a*jf 
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oder 

^ mm—m y 

AreSm x ^ Arekat y = 1» -|- Aretan , . 

JMtn bemerkt leicht , dafii hier Ir s 0 sem mub. weil die Differenz zweier 
Sögen des ersten Qoadranten nicht Mberhalb desselben liegen kann. 
Also ist 

Aretm x — Aretm y = Aretm (9) 

ffieraos folgt z. B. für x^y, AretanOzszO nnd ffir arsO, 

— Aretan y = Aretan ( — y) (10) 
Durch ganz ähnliche Betrachtungen findet man leicht 

Aretan x 4- Aretan ffsaksc + Aretan ^-i^, (Ii) 
■ ' ■ 1 — xy ^ * 

Hier mufs man^ wie früher, zwei Fälle unterscheiden. Entweder 

nämlich li^ Arctamx-^' Aretan d. h. »4**' ersten Quadranten, 

dmu ist eas (u 7^) SS ca$ u C09 1) sIm u sim f> positiv,- mitlik 

sin v sin v <C cos u cos v oder tan u tan t?<Cl, d. h. ary<^l. In die- 
sem Falle mufs in (11) A* = 0 sein, weil sonst rechts ein Bogen im drit- 

ten Quadranten herauskäme. Ist aber u v gröfser ^ ^ > 

eos {u -\- v) negativ, mithin sinu Hi$v^ cosu eosv» worans ^ ^ i 

folgt. Dann wird der Nenner 1 ^ rry des letzten Ausdruckes in (11) ne* 
gativ , und nach Formel (10) ist jetzt 

Aretan y =sJkn^ Aretan — 

Da nun Unks em Bogen des zweiten Quadranten steht, ao nmCi mhts 
k=:i sfsm, wenn nicht em negativer Bogen oder ein im 4ten, 6ten u. s. w. 
liegender herauskommen sollte. Wir haben also für .r?/<^l , 

imd fär xy^if 

SD I t/ 

Aretan x -f- Aretan |f ss — Aretan . (15) 

Man sieht hieraus, dafs die Formd (9), welche für alle positiven x und y 
nM§ in, nicht nnmittelbar iiir n^gidve x oder jf in Anapnich genom- 
men werfen, darf, weA aieh dann die Subtraktion in eia» AdütioB w- 
wandelt. • 
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Durch die geometrische Bedeutung der Funktion Arctan x überzeugt 
mau sich auch leicht von der Bichtigkeit der Gleichung: 

Arccot z -J- Arctan = (14) 

in« Bemerkesswertiie Aelttiooen swischen Arcsin x und Aircttun x 
erllSlt man auch auf folgende Weise: 

Bezeichnet u einen spitzen Winkel , so ist 

. 9in u 

im u = — — 

folgfich * 



u == Aretan 



Vi — sm^ u 

Setzen wir hier sin u = x, so folgt u = Arcsin x, mithin 



Arcsin x = Arctan ^ , (15) 

r 1 — 



d. h. der Bogen, dessen Sinns x ist. hat den Ansdmek — • » 

Tangente. 

Ferner ist für ^ >• u ^ 0, 

sm u sss 



oder ^ • 



u = Arestn 



^1 + ten» M 

aus <a» tf = o: folgt aber, weil % im ersten Quadranten liegt^ » s 
.ilrdaiijr^ mithm 

V^l + X» ^ ^ 

d. h. der Bogen, dessen Tangente ist, hal den Ausdruck ^ - 

Vi + 

zum Sinus. 

Die Tortdifodeiien Arten Ton FniiktioDea. 
Die grofse Unbestimmtheit, weiche in dem Begriffe der Funktion im 
Allgemeinen ü^, maeht eine Etntheiinng der Funkti<Mieajn Klasfen nö- 
^g9 wobei man als Eintheflnngsgrund die venehiedenen Aechnungsope« 
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rationen nimmt, aus welchen die Funktionen hervorgehen. Man theill 
nuD gewöhnlich die arithmetischen Operationen in zwei Klassen , von de« 
nen die erste die OpendoDen des Addirens, SubtrahiiCDSy Mniliplizireps,' 
Dividirens und Potenzirens fSr eonsCante Ex|Hmenten, wozu auch das 
Wurzelausziehen gehört , in sich hegreifl und die andere alle übrigen Ar- 
ten von Operationen umfafst. Die Operationen der ersten Klasse nennt 
man algebraische, die der zweiten Klasse Ipansacendente und theüt 
hiernaeh die FiinklHinen in algebraische und transscendente. Zn den er- 
steren gehören alle Funktionen^ in welchen mit der darin enthaltenen ver- 
änderlichen Gröfse blos algebraische Operationen vorgenommen werden, 
zu den zweiten die, in welchen die Veränderliche transscendenten Opera- 
tionen unterworfen wird. Auf die Art und Weise, in wefoher die con- 
stanten Grofsen der Funktion auftreten, wird bei dieser Unterscheidung 
keine Rücksicht genommen. 

a^braischen Funktionen Iheilt man noch in rationale und ir- 
rationale. Zu den ersteren gehören alle diejenigen, in welchen die 

veränderliche Gröfse unter keinem Wurzelzeichen , oder was das Nämli- 
che ist, mit keinem gebrochenen Exponenten behaftet vorkommt, voraus- 
gesetzt , dafo man alle angedeuteten Rechnungen so weit als möglich aus- 
geführt, also die Funktion selbst auf den mliglichst einfochsten Ausdruck 
rednzirt hat. Die letztere Bemerkung ist defshalb nicht ganz überflössig, 
weil eine Funktion als nicht rational erscheinen kann , so lange man sie 
nicht so weit als möglich reduzirt hat, z. B. die Funktion 

die man beim ersten Anblick nicht zu den rationalen rechnen würdet dio 
aber in der That dazu gehürt, weil sie sich bei AusfShrung der Bfidtipli- 
• kation auf a — x reduzirt. Kommen dagegen in einer Funktion Wurzel- 
zeichen vor , die sich nicht durch biofse Reduktion wegschaffen lassen, so 
heifst dieselbe eine irrationale. 

Man unterscheidet bei den algebraischen Funktionen auch noch ganze 
und gebrochene. Zu den ersten rechnet man die, in deren Nenner die 
mänderliche Gröfse selbst nicht vorkommt, zu den zweiten die, in wel- 
dien die Variable auch im Nenner auftritt. So sind z. B. 

a'\'bx'-\- c»* und V^Ä* — 4*«* 
siM nliflBile uid imtionale ganie IUütoi;Qdagege« 
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a -4- ^a? , ff — 
-_ZE_ und 

eine rationale und imtioniüe gebrocliene algebraische FWkIion. 

Da in einer rationalen algebraischen Funktion keine anderen Rech- 
BttDgsoperationen als die vier Spezies und die Erhebung auf eine Potenz 
Ton ganzen Exponenten vorkommen dürfen, so neht man ideht, dafs eine 
ganze Funktion dieser Art nnter der allgemeinen Form . 

stehen mnfs, in welcher A^, ... constante Zahlen (gleichviel 

ob ganze oder Brüche) bedeuten, von denen natürlich auch eine oder meh- 
rere ^ 0 oder negativ sein können. Der höchste aller vorkommenden 
Exponenten bestimmt den Grad der Funktion. In unserem Falle ist die 
Funktion vom Grade m, weil die einzelnen Glieder nach den steigenden 
Potenzen von x geordnet sind, also der letzte Exponent m der gröfste ist. 
Eine gebrochene rationale algebraische Funktion lälst sich inuner auf 
das allgemeine Schema 

i»o + ^i« + ^»a?* + . . . + Ä^a?* 

Bringen, in welchem j^^^ B^, ... J5„ ebenfalls constante Zahlen sind. 
Die Differenz der höchsten vorkommenden Expoueutea, also hier m — 
giebt dann den Grad der Funktion an. 

Es kann auch der Fall eintreten, dafs man wohl im voraus weifs, 
eine gewisse Gröfsc sei eine Funktion einer anderen vorhandenen Grölse, 
aber die Form dieser Funktion selbst nicht sogleich angeben kann. Z. jB. 
wenn x und y beliebige GröHsen bedeuten, kann die Gleichung 

sey — aa? -f- % = e 
nur dann bestehen , wenn ?/ eine gewisse Funktion von x und ebenso um- 
gekehrt X eine gewisse Funktion von y ist. Denn wenn man dem x einen 
beliebigen Werth giebt , so ist y schon nicht mehr willköhrlich und sein 
Werth kann durch Auflßsang der Gleichung nach y gefunden werden. 
Ebenso verhält es sich umgekehrt mit x. In solchen Fallen, wo mau zwar 
weifs, dafs die eine GröDse eine Funktion der anderen sei, ohne dafs man 
ihre Form näher zu bestimmen im Stande ist, nennt man die eine Gröfse 
eine unentwickelte oder ungesonderte Funktion der anderen. Kann 
man aber die Form näher angeben, so hat man eine entwickelte oder 
• gesonderte Fnnktion. ' Piene Sendernng der Ve rä nd eri ichen würde niefa 
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in der oben angefulirtcii Funktion leicht durch beiderseitige Sabtraktiaa 
von ab bewirkea lassen. Man erhält dann' 

^ ^) (y » H) =S 0 — oft 

und dartos 

. e — ak - e — ab 

fibenso ist in 4er dkieliiing 

»-{-^ mirsO 

II 80 1%Dge «nie angesonderte Poi&tion von als man nieht eine Crleichung 
von der Form u = , . , aufweisen kann, aus welcher für jedes beliebige x 
das zugehörige u berechnet werden könnte. 

Es giebt endlich noch eine Eintheiliuig der Fonktionen, welche sich 
aber nicfat anf die Operationen , sondern auf die Eigenschaften dersdben 
gründet. Manche Funktionen haben nämlich die Eigenschaft, dafs sie 
nach einem gewissen Intervalle wieder die Werthe annelimen , die sie frü- 
her schon einmal gehabt haben, wie z. B. der Sinus, in welchem 
{^n-^ x) s= si» {An-\'X)=zsiM (6«-|-:r) ... s sin o? ist} Funk* 
tionen dieser Art heifsen periodische, während alle anderen, welchen 
die genannte Eigenschaft abgeht, nichtperiodische heifsen. Das Kenn- 
zeichen einer periodischen Funktion f{x) ist, dal's es eine consUinte Gröfse 
a giebt, üir welche 

ßx) ass/;« + x) + x) ssJ{Sa +x)... 

wird, wobd man a das InterTall der Periodizität nennen kann. 
Für f{x) m sin X beträgt dasselbe 2ä, für /(x) = tan x ist a = jc. In 
der niederen Analysis scheiden sich durch diese £iutheilung die goniome- 
Inschen Funktionen von den übrigen. 

§. 4. 

Die geometiisdie DartteUung der Fonktionen. 

Man kann sich von einer Funktion einer Veränderlichen leicht auf 
folgende Weise ein Bild verschaffen* Mittelst der Gleichung 

berechne man zunächst für eine Reihe spezieller Werthe von x, die mit 

bezeichnet werden mögen , die zugehörigen Werthe von die entspre- 
ehflod dnrdi die Eoehstaben 

Fl» y%* Vz* va» 
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dai^estellt werden sollen. Nun trage man auf einer iinbesümmt langen 
geraden Linie OX (Fig. 1) , von einem Punkte O als Anfangspunkt aus- 
gehend, in der Richtiing naeh Jl[ za die SÜ«cken OA, OB, OC a« s. w. 
anf und mache diese, naeh irgend einem MaallMrtabe gemessen, den Wer- 
then von .r , , x^y etc. gleich , also OA = oTj , OB = x^, 0€J=x^ 
etc. In jedem der Endpunkte A, B, C... dieser Strecken errichte man 
eine Senkrechte, welche aber alle nach der nämtiehen Richtung zu, d. L 
entweder alle von OX aus aufwSrts oder alle abwärts gezogen werden md 
gebe diesen Normalen, nach dem nämlichen Maafsstahe gemessen, die Ijän- 
gen der entsprechenden Werthe von y, mache also AP — y^ , BQ = y^, 
CR = y^ u. s. f. VerbiDdet man jetzt alle die Endpunkte P, Q, M..- 
der Senkrechten durch eine zosaaunenhängende krumme Linie, so steUt 
diese ein Bild der gegebenen Funktion dar, in welchem die Art und Weise^ 
wie sich die y ändern, je nachdem x gröfser oder kleiner wird, unmittel- 
bar ersichtlich ist. Die Zeichnung selbst wird natürlich um so genauer 
werden, je mehr man der Werthe , x^, x^y • . • und je näher an ein- 
ander man sie annimmt. 

Das Verfahren sethsl nnd die Betraehtungen, wetehe ndi an dasselbe 
knfipfen , wird man aus den folgenden Beispielen genauer kennen lernen. 

1) Es sei f{x) =zay wo a eine constante Gröfse ist, mithin auch 
jf so; d. h. mit anderen Worten, die Funktion soll so beschaffen sein, 
dafs sie für verschiedene x nichl venchiedene, sondern immer das näm- 
liehe constante a giebt. — Das Bild einer solchen Funktion ist nichd 
Anderes , als eine Gerade , welche der Linie OX in der Entfernung a 
parallel läuft. Denn wenn für verschiedene Werthe x^, x^, x^ • • . 
von X immer die nämlichen Werthe s=y^ ssy, • • . sssa heranskom- 
men, so li^n die Endpunkte sammtfieher Nonnalen in einer Parallelen 
zu OX. 

2) Nimmt man f{x)-=ax^ so repräsentirt die Gleichung y — ax 
eine Gerade , welche die Linie OX unter einem gewissen Winkel schnei- 
det* Geben wir nämlich in Sig. 3 dem x zwei verschiedene Werthe 
OA:=sx^, OB=x^, und eonstmiren dazu die Normalen APs=y^, 
BQ=^y^, so ist 

AP=za . OA, BQ = a . OB 
folglich AP : BQ = OA : OB 
woraus naeh bekannten Sätzen der Geometrie folgt, dafii die drei Punkte 
O, P, Qia einer Gcriieo liegen. Da ikü mm Or alle nagfiehen P 
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ud Q gUl, 80 folgt, da£s< überhaupt die Endpunkte aller. Normalen, wel- 
che «08 der Gleielioiigifssaa: entstelteD, .in. einer Geraden Hegen; die 
zugleich durch den Punkt O gdit. Das Letzteit sieht man auch dar- 
aus , dafs für x = 0 sich y = 0 findet , was nichts Anderes bedeutet , als 
dafs der Endpunkt der Normale an dieser Stelle in die Linie OX fällt, 
d. b. daliB die Linie, welche die Gleichung y=zax repräsentirt, mit der 
Geraden OX hier einen Punkt gemein hat, der nur ein Dnrchschnitlspnnkt 
sein kann, weil zwei Gerade einander nicht berühren können. 

Setzt man die Gerade , deren Lage durch die Punkte P und Q nun 
einnud bestimmt ist, über O hinaus fort, so kommt man auf die entgegeiH 
gesetzte Seite Ton der Lii|ie OX aus, nämlich in die Gegend unter der* 
selben, wenn man sich frfa'ber ni^ dersdben befand. Macht man hier 
OF= OP, OQ'—OQ uud zieht die Normalen P^A, Q'E, so sind 
diese der Gröl'se qacb wohl den Senkrechten PA, QB gleich, der Lage 
nach aber entgegengesetzt. Das Nämliche gilt von den Strecken OJt und 
Off, welche in der Richtung von O nach X fortkufen, während die 
heren von O nach X zu gingen , die Strecken OA, OH etc. sind der 
Gröfse nach den auf der rechten Seite liegenden OA und OB gleich , der 
Richtung nach entgegengesetzt. Diese Gegensätze, welche wir an der 
geometrischen Darstellung der Funktion ax bemerken, müssen sich aber 
auch arithmetisch in der Funktion selbst entdecken lassen. Dazn kann 
man leicht durch Anwendung entgegengesetzter Gr6fsen gelangen , welche 
in der Arithmetik auf ähnliche Weise vorkommen, wie die entgegenge- 
setzten Lagen in der Geometrie. Wir bezeichnen nämlich die nach einer 
Richtung, etwa in der von A nach X gezogenen Strecken mit positiven 
die in der entgegengesetzten Richtung von O nach X laufenden Strecken 
mit negativen x. Der Salz: ,,die Linien OA und OA' sind sich an Gröfse 
gleich, der Richtung nach entgegengesetzt'' wird nun ganz einfach durch 
die beiden Gleichungen O^s-f^^i » ="^x^ ausgedrückt. Nimmt 
man nun in der Gkichnng y =iur die Gröfse x negativ, so wird auiih y 
negativ, nnd wenn wir diefs nach der eben gemachten Bemerkung dahin 
deuten , dafs diese neuen Normalen den früheren der Lage nach entgegen- 
gesetzt sind , so fiuden«wir dieses Resultat in der schönsten Ubereinsüm- 
arang mit den vorher geometrisch gefundenen Wahrheiten. 

3) Ruckt man in Fig. .5 die Linie OX, welehe die Basis '.fSr die 
Gottstmktion der Gleichung y = iix bildete, nm dn Stuck OU=b herab 
und denkt sich nun U als Anfangspunkt der Zeichnung, so bat man 

SchlABikh AoslylU L "^2 
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VM^OA, MNss Ofi..., d. b. 4it Men Strectai, wdclie wir 
ebenftlls x mantm wolba, tind den Mm gdbnmditffii gkidi$ digggia« 
ist MP=:AP+ AM, NQ=iBQ + BN..., d. h. die neneii Nunmi- 

len sind gleich den früheren plus einem constanten Stücke b. Nennen 
wir jetzt die neaen Normaiea z, so wird z =5 y -fr ^» 9 
Wenk geselil» 

^ s ats «9 I. 

Die Funktion oo: -f- ^ bedeutet daher geometrisch ebenfalls eine gerade 
Linie, weiche sich von der früher für die Funktion ax gefundenen da- 
dmeh nntefsckeidet, dafs ihr Durchschiiitt T mit der Saas ÜV niebt im 
den Ptankt fSUt, tod welchem aus die Streeken x doreiibuifeii werden. 

Rückt man dagegen die Linie OX um ein Stück b hinauf, so werden 
alle Normalen um das Stück b verkürzt und man erkennt wieder leicht, 
dafii die Gleichung ax — b geometriscii ebenfalls eine gerade Linie be» 
deutet. 

4) Es sei die Gleichung y = — zu construiren. Fig. 4. 

Nimmt man ;r s=0, so wird y unmögtich; dasselbe findet noch statt, 

50 lange x -tC^ ist. Für alle die Strecken ^ x also , welche man auf 
der Linie OX von O aus abschneiden könnte , existiren keine Normalen. 
Für a; = a ergiebt sich y = 0; der Anfangspunkt der krummen Linie, 
wekhe die obige Gleichaag repHisentirt, li^ also auf der Geraden OX 
selbst, etwa in A, so dafs OA = a ist. Läfst man nun x immer gröfser < 
werden, so wächst auch y fortwährend und bleibt immer reell, d. h. die 
Curve erstreckt sich ins Unendliche hinaus. Da man aber eine Quadrat- ' 
wursel ebensowohl positiv als negativ nehmen kann, so entspTeohen ei» i 
nem gegebenen x zwei der Gmlse nach ^iehe, dem Zeichen nach entr i 
gegengesebEte y, d. h. geometrisch; zu jeder Strecke OM=zx gehören ' 
«wci Normalen, MP und MQy welche au Gröfse einander gleich sind, I 
aber nach entgegengesetzten Bichtungeniiegen. Gebcj^ wir nun auch auf 
der anderen Seite von O, nämlich von O nach X £art, 10 finden wir eine 
der vorigen congniente Figur. Denn da der Ausdruck V^a:* — a* nur 
das Quadrat von x enthält, so giebt er für negative x das Nämliche wie , 
lur positive, eneugt also aneb geometrisoh die nämlidie Figur« 

' IKe krumme Linie, welehe das WA der f^uiktion V'jr*— dar- 
stellt, erstreckt sich also in vier congrueuten Zweigen ins Unendliche hin- 
ans, von welchen je zwei in einem Funkte zusaamienstofsen. 



< 
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Eine ähnliehe geometrische Darstellung läfst sich für die Funklionea 
zweier Verämleiüchea geben, der wir jedoch eine Bemeiknng Toranfr» 
•dnakea mlisseii« Die Lage eines Ptankles n iUnme itl tothnnt, 8*- 
Md man seine EntfernuDgen von drei nnter sieh sedbreehten Ebenen 

kennt, wenn also fiir den Punkt Pin Fig. 5 die Längen der drei Perpen- 
dikel FB, PC, PD auf die Ebeneo XZ, XY und YZ gegeben sind. 
DcDB nm jetxl den Punkt P aufzufinden, knn man folgendes Vei&lirea 
Iteefcnchten, dessen Riebtigkeit leicht einzusehen ist. Man macht zu* 
nächst OA SS PD, zieht dann ^ || OZ und nimmt ABtsi PC, darauf 
läfst man BP\\ OY, d. h. senkrecht auf der Ebene XZ aufsteigen und 
macht diese Linie der gegebenen Länge gleich , so erhält man den gesuch- 
ten Punkt P. Die Grölsen der Perpendikel PB, PC, PD können, wie 
nns jener Consimktion erhellt, ganz willkiihrlicb ^^egeben werden und 
sind defshalb drei unabhängigen veränderlichen Gröfsen zu vergleichen, so 
dafs wir setzen köimen PD = OA = x, PC = AB = z und BP:=y, 
Machen wir aber unter diesen drei Variablen die eine, etwajf, von den 
beiden anderen abhängig, d. h. setzen wir y^f\x, z), so ist jetzt die^ 
Lage des Punktes P nicht mehr ganz willkührlich| denn nachdem man die 
Linien OA = x, AB == z beliebig angenommen hat , bleibt BP — y 
nicht mehr beliebig, sondern kann vermöge der Gleichung y = /(x, z) 
bestimmt werden. Lassen wir also x und z sich snecessive veriindem, 
so wird wohl der Punkt verschiedene, aber delshalh noch nicht ganz will- 
kfibrüche Lagen einnehmen. Wir wollen diefs an einem Beispiele zeigen« 

Es sei fix, z) = y^x^+z^, also y as Kar» + z». 

Nehmen wir in Fig. 6 x = OA und z:=AB beliebig, so ist die 
Gröfse vony schon bestimmt, nämlich =sBO, der Hypotenuse des he] A 

reehtwinkb'gen Dreiecks, wml nach dem Pythagoreischen Satze t^x* 

nichts Anderes als diese Hypotenuse bedeutet. Macht man also BP=BO, 
so ist der Punkt P bestimmt. Lassen wir nun einstweilen das x noch 

ganz unbestimmt, wühlen dag^n das z so, dafs das Radikal V^a?* + 
immer die nämliche Gröfse behält, so bewegt sich fnr die sich uidemden 
X der Punkt B in einem Kreise des Halbmessers BO, so dafs also für eine 
andere Stellung ^0= BO ist, mitbin, wenn BP^ = BO j^cmacht 
wird, F die neue Sfeellong des Punktes P augiebt. Da aber ifi^= BO, 
BPsaBO mä BO=:BOk^j toMfiBP^BP, A.b. dnr Punkt 
P bewegt sich in einem Kreise, dessen Ebene der Ebene XZ parallal 
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liegt. — Haben wir nun die x und z so gewählt , dafs der Punkt B eine 
drehende Bewegung bekam, so können wir sie jetzt auch so wählen, dals 
B eine propresaive Bewegung auf die Geraden BO erhälL Dasn gebSM 
nnr, dab man £e z den x proportional ninunt, dab also in Vig 7. fiir 

OA =Xi, AB = z^, OC=zx^, CD = z^ ist, 

woraus dann fol^, dafs die Punkte O, B und D in einer Geraden liegeo. 
Nimmt man nun BPssiBO, DQ=sDO, so eriiiilt man swel entspre- 
chende Orter des Punktes P. Man übersieht hier gleich, dafs wie 
D, auch O, Pf Q in einer Geraden liegen müssen. Wenn sich also B 
in einer Geraden fortbewegt, so läuft auch P auf einer Geraden hin. 

Lassen wir nun den Punkt B alle möglichen Punkte der Geraden OD 
ins Unendliche fort durchlaufen und geben ilim au jeder Stelle derselben 
auch die oben betrachtete drehende Bewegung, so betritt derselbe offenbar 
alle möglichen Punkte der Ebene XZ, d. h. die Gröfsen x und z hatben 
dann alle möglichen Werthe angenommen. Der Punkt P hat dann eine 
unendliche Menge über einander liegender Kreise durchlaufen, die alle pa- 
rallel der Ebene XZ^ deren Mittelpunkte sämmtlich in der Geraden OY 
liegen und deren Halbmesser sich ihren Entfernungen von O proportional 
andern. Der Punkt P beschreibt demnach eine Fläche, welche man sich 
dadurch entstanden deiiken kann , dafs em Kreis mit veränderUehem Halb- 
messer sich immer einer Ebene (der Ebene XZ) parallel und in einer auf 
ihr senkrechten Kichtuog fortbewegt, während der Halbmesser in demsel- 
ben Verhältnisse zunimmt, als die Entfernung von einem. festen, in jener 
Ebene liegenden Punkte (dem Punkte O). Diese Fläche ist aber der 
Mantel eines geraden Kegels, von welchem die Fig. einen Quadran- 
ten darstellt. Die übrigen drei Quadranten erhält man dadurch , dafs man 
entweder ,2 > oder z^ oder beide zugleich in die entgegengesetzte Lage 

übergehen, d. h. negativ werden läfst. Da y s= V^x^ -f- z* war, so 
kann man auch y negativ nehmen , wodurch man einen zweiten , abwärts 
von der Ebene XZ sich ausbreitenden Kegel bekommt. Die Gleichung 

bedeutet also geometrisch zwei gerade Kegelflächen , die mit den Spitzen 
an einander stofsen und deren Achsen in einer geraden Linie Hegen, 

Man kdmite nun weiter gehen mid fingen, welche kl die geomefari* 
sehe Bedeatnng einer Funktion dreier Yeiinderlichent Hierauf ist die 
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CB&ehe Antwort: gar keine. Denn am die Funktionen einer Veränder- 
Men zu constroiren^ branckten w zwei Dimensionen, LSnge und Breite, 

iodem wir unsere Constniktion in der Ebene ausbi eitelen ; für die Darstel- 
ioDg der Funktion zweier Veränderlichen waren drei Dimensionen nöthig, 
also würden wir für Funktionen dreier oder mehrerer GröIiBen vier und 
■ehr Dimennionen herbeisehailen müssen, was geradezu unmö^eh ist, 
weil der Raum nur drei Dimensionen hat. Hier wird also der Calcül der 
Anschauung überlegen, ein Phänomen, das wir später ^l^och mehrmals zu 
kobncbten Grel^^enheit haben werden* 

§. 5. 

Von den Granzwerthen der Funktionen bei bestand^er Zunahme oder Abnahme 

der YeründerlicheD. 



Da in einer Funktion die verinderHche Chrdfie alle möglichen Werthe 

annehmen darf, so kann man dieselbe auch auf die Weise sich verän- 
dern lassen , dafs sie von irgend einer Steile an sich beständig vergrö- 
bedy und §^£ser als jede angebbare 2«ahi werden kann, oder daTs sie 
Beb beständig Termindert und kleiner als jede angebbare Zahl werdto 
kann , also sich der Null fortwährend mehr und mehr nähert. Hier- 
durch wird nun auch eine beständige Veränderung in den Werthen der 
Fgnktion herbeigeführt werden, die sich bei der unbestimmten AUgemein* 
kit, welche in dem BegrilEe der Funktion liegt, scfakchtbin niebt ange- 
ben iäfst. Man kann aber wenigstens drei Fälle unterscheiden; entweder 
nämlich durchlaufen bei jener bestimmten Veränderung der Veränderlichen 
£e Werthe der Funktion fast regellos das ganze unendliche Gebiet der 
Zahlen, oder ein bestimmt abgeschlossenes Stück desselben, oder sie-nS- 
liem sich mehr und mehr einer bestimmten Gröfse als (xränze. Um für 
tiese ^ei FäUe Beispiele zu haben, betrachten wir die drei Funktionen. 

a -i- X , sin X, « -I- ~ 

fiir beständig wachsende .t. Die erste nimmt offenbar inuner gröfsere und 
girSIsere* 'W^erthe an, je gröfser die in ihr enthaltene Veränderliche wird, 
ad wenn x gröfser. ais jede angebbare Zahl wird, so übersteigt auch 
n-\-x jede noch so ^rofse gegebene ZaMi Es findet hier also kmne An- 
iäherung an eine fest bestimmte Gcänze statt. 

Die zweite Funktion nimmt von jr=l^ bis « ass ~ zu bis zum Wer- 
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the -f- * » (**^ 0 = 0, ÄWi - = 1) , von da wieder dh h\s x = n^ wo sie 
wiedor Nidl wird. Dftnnf Mmmnt ne negathre Werthe, toea Uemter 

— t für ^ss^ einUitt, wird hierauf fBrjps 2« wieder Null und füngt 

dann dieies Spiel von Nenem an. Sie bewegt sieh also für wachsende x 
zwischen den Grinzen 4* ^ ™d — *• i hin und her, ohne sieh einem he» 

stimmtea Werlhe zu nähern. 

In der dritten Funktion endUeh mnunt fiir waehsende x der Quotient 

- immer ab« Denn setzen wir der Reihe nach:i; = aty n-^i^ ii-|-2,... 

WO II eine heliehige positive Zahl bedeutet , so hat man 

i i 1 1 

n « + i « + 2 Ji + S'" 

Diese Abnahme geht aber so weit, dafs - kleiner werden kann, als jede i 

1 

noch so kleine angehbare Gröfsc. Soll nämlich - sein, wo q irgend i 

dne beliebige kleine Gröfse bedeutet, so braucht man Mos - zu 
nehmen, um sogleich die Forderung zu erfülieu. Die Gränze, welcher 
sidi - nähert, mufs folglich die Null sein. Mthin nähert sich die Funl^- 

lion a -| — für wachsende x bestSndig der Gränze a* 

Wir wollen diese bei venehiedenen Funktionen eintretenden Annä-> 
lierungen an feste GrSazen noch etwas deutlicher zu machen suchen. 
Schon in der Arilhmelik hegegnet man der Erscheinung einer fortwähren* 
den Annäherung an einen gewissen Gränzwerth , und zwar zum ersten 
Male bei der Verwandlung eines gewöhnlichen Bruches in einen Dezimal- 
bruch. So ist z. B. g s 0,11111 . . . , d. h* 

9 10 ^ 10« ^ 10* ^ 10* ^ 

wobei man sich diese Reihe ins Unendliche fortgesetzt zu denken hat. 
Man kann sich aber vorstellen, dafs diese unendliche Reihe dadurch ent^ 
standen sei, dafs man in der endlichen 



% 
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±4-l-4.i-X 4.JL 
10 ''^ 10* 10» • " 10*' 

welche » Glieder «nthält, die Zahl n ins Unendliche habe wachsen luam* 
Die SuBUM 4ieier csdKeheD Haihe ist aber offenbtr eine Funktion tob 
weil sie eine andere sein wird, je nacMem man melur oder weniger Cffie* 

der zusammennimmt^ d. h. je nachdem die GliederanzaU n grö&er oder 
kleiner ist. Setzen wir also 

■o ist jetzt f(n) eine Funktion, welche sich för wachsende n nnbegritml- 
und bis zu jedem Grade der Genauigkeit der Gränze 9 nähert y weil diefs 
nnf der linken Seiu der Fall ist. 

Etwas ganz Ähnlidies findet bei den trralionalzaUen statt« Denn es 
ist z. B. V^2=: 1,414215 . . . oder 

^ 10 ^ 10» 10» 10* ^ 10» ^ 

wobei nun nichts Anderes bedeutet als den CMfaowerth , welchem 

man sich fortwährend nähert , wenn man immer mehr und mehr Glieder 
der Reihe rechts zusammennimlnt. 

Aach geometrisch läfst sich die Erschdnung der bestündigen Annä- 
herung an eine feste Gränze deutlich machen. Suchen wir z. B. die 

kmmme Linie, wdehe das Bild der Funktion a -|- - darsteUl^ indem wir 

X 

l 

a-i- - = y seinen, so eibalten wir für jrsi , 2, 3, • • • der Reih« 
*c * 

i 1 

nach y = a4-l,a-l-~, a4--, ... d. h. foöDMn, welehe immer 

wcn^^er und wenigec von a differiren. Consbrniren wir diesefben als Nm^ 
malen, so entsteht eine kmmme Linie, welche ndi mehr und mehr dner 

in der Entfernung a zu OX parallel gezogenen Geraden nähert, ohne die- 
selbe jemals erreichen zu können. (Fig. 8.) 

Dafs in der Tbat eine solche fortwShrei^ AnnSberung an eine 

Grinze mögfieh ist, ohne dafs man jemals behaupten könnte, diese iielbst 
erreicht zu haben, lie«,'t an der unendlichen Thcübarkeit der Dinge, d. h. 
darin» dafs man bei dem Begressus der successiven Theilung einer Gröfse 
nicBials auf einen fetzten nntheilbaren Tbcil stölst. Ziehe ieh z. B. ei- 
nen Strich von A naeb B, Fig. 9, so kann ich mir denken, leb hätte 
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erst die Hälfte desseHen vollendet, dann von der übrigen bleiLendeu 
Hälfte MB die Hälfte MN, hierauf von dem übrigen Stücke NB wieder 
die Em» NP, dann von diesem wieder die Hälfle PQ n. s. f. Hier 
wird also eine voUendete GiMe AB in eine Reiiie inmer Uoinerer Theüe 
beilegt, in eine Rdhe, welche aeh nie schBefst, weil man bei der Thei- 
lung selbst nie auf ein untheilbares Letztes kommt. Statt dieses rezes- 
siven Verfahrens der Tbeiiung ohne Ende könnte man jetzt umgekehrt das 
pn>gressive der Znsanunenselznng des Ganzen ans fdnen Theilen versn- 
cben. Dieds ist nun zwar eine ebenso nnvoUendbare Operation, wie die 
TMige der Zerlegung, weil hinter jedem schon mitgezählten Theile ein 
anderer kleinerer kommt , der ebenfalls mitgerechnet sein will; aber man 
weifs doch schon im Voraus, berauskommen würde, wenn man wifik- 
, Üch aUe Theile zasammenrechnen könnte, offenbar nämlich dasselbe, was 
man vorher getheilt hatte. Es ist also 

AB = AM 4- JLY+ iYP-i- + in inj. 

d« h* ' 

AB = ^AB-\-^AB-\''^AB^ .... 

foli^eh aucht 
d. i« 

* — 2'^ä»"'~2» "^8* ~'~ 

Da hier aber die wirkliche Ausführnng der Summalion ins Unendliche 
lunab eine blofse Idee und in Wirklichkeit nicht ansfiihrbar ist, so mufs 

man sich dieser Idee wenigstens zu nähern suchen, und dies geschieht 
mittelst des Begriffes der Gränze. Nehmen wir also jene Reihe vorerst 
als eine, endliche und betrachten ihre Summe als Funktion ihrer, fi^eder- 
anzahl, setzen also: 

2 + 2* ~l" " * * ' 2« 
80 ist jetzt /(^) eine Funktion von », welche sich für wachsende n mehr 
«n4 mehr einer bestimmte^ GiiUize nühert, nämlich der Einheit; in der 

Tbat ergiebt sich, wenn man der Reihe nach ein, zwei, drei und mehr 
Güedei' zusammenninuojt, • 
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also Zaliieu, weiche immer weniger von 1 verscbiedea alnd. Nlnuiil 
man also auf einer Geraden ax in F%. 10 , 

Mssly oAs=53, oe=s3y Mfss4y ••• 
und in den Punkten c, d .*. die Normalen 

1.3 7 . 15 

« = A, = -, cp = -, <<^ = 5^, ... 

SO liegen die Punkte immer näher und niher an einer Geraden BZ, wei- 
die in der Entfernung ABsni der Linie ox parallel gezogen ist, ohne 
dieselbe je erreichen zu können. 

Zur BezeichaDDg der Gränze , welcher sich eine Funktion für wach- 
sende oder abnehmende Werthe ihrer Veränderlichen beständig nähert, 
bedient man sich d^' Zeichens Idm (von Limef die GrSnze), .welches 
man vor den Ansdmek setzt, dessen Granze augegeben werden soll. Der 
Sinn einer Gleichung wie 

Lht Ql -^-^ z=za, für wachsende x, 

1 

ist hiernach: für wachsende x nähert sich die Funktion aA — der Gränze 
ebenso sagt die Gleichung 

^""^ [i + 5ä + it + •"5»] wachsende «, 

nichts Anderes, als: je mehr Glieder der Reihe man summirt, desto we- 
niger diil'erirt diese Summe von der Einheit. 

Die Bestimmung der Gränze, welcher sich eine Funktion für abneh- 
mende Werthe der Veränderlichen nähert, ist leicht auf den Fall einer 
GiüDzbestimmung für wachsende V^erthe znrfiekzufiihren. Hätte man 

nämlich für abnehmende 6 die Gränze jLm f{ö) zu bestimmen, S(j kann 

1 

sieh die Ahnahme des d dadurch entstdiend denken, dafs man'd = 



setzt und jetzt die beliebige Zahl n fortwährend wachsen fäfst. Es kommt 
also dann die Bestimmung von Idm f{d) für abnehmende d auf die Bestim- 

mniig. von Idm fär wachsende n zuriidc. Audi nmgekehrt güt et- 

wu Ahnliehes. Ans ^ = ^ nämlich ii.s=: ^; läfst man hier 9 im- 
mer kleiner werden, so brächst n fortwährend nnd kann jede noch so 
grofse gegebene Zahl fibersteigen, wenn man nur d klein genug nimmt. 
Hat man also Um f[n) für wachsende n au&usuchen, so kann man 
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II = I setzeo, wo jetzt 9 eine beBtündig abnehmende Grofse ul, und re- 

iosirt jetzt jene Anfgabe anf die Bestimmung Ten tim f(^^ für abneb- 
mende d. 

I 

DaTs der Quotient - kleiaer gemacht werden kann , als jede aageb- 

bare Zabl, wenn man nur II grob genug nimmt , läTst ideh auch durch die 

Gleichung 

lam SS 0» für wachsende n, 

bezeichnen. Umgekehrt aber läfst sich keine Gränze angeben, der sick 

der Quotient ^ für abnehmende d näherte, weil derselbe gröfser als jede 
o 

angebbare Zahl gemacht werden kann. Um aber eine Gleiebfifrmii^dt in 

der Bezeichnung herbeizuführen, hat man eine beständig wachsende GrÖfse, 
die jede gegebene Zahl übersteigen kann, mit dem Zeichen oo belegt , so 
dafs man also auch setzen kann 

Lim = <x>« für abnehmende d« 

Man mufs sich hüten, hier das Zeichen oo für eine bestimmte Gröfse zu 

halten, wie etwa eine Zahl; der Sinn der obigen Gleichung ist ganz ,ein- 

1 

fach; wollte man die Gränze suchen, der sich ^ für abnehmende d nä- 
hert, so mnfsle man ober jede noch so grofse gegebene Zahl hinausgehen, 
was eine unausführbare Idee ist. Man darf sich auch nicht einfallen las- 
sen, mit den Zeichen 0 und oo nach den Regeln der Arithmetik rechnen zu 
wollen. Denn die Arithmetik lehrt uns blos mit endlichen bestimmten Grö- 
fsen, mebt Atr mi einem Niehls oder einem sich beständig ändernden 
Dinge rechnen; man w^rde sieh also euie ganz tiberreehdiche, wiükfihr- 
liche Ausdehnung der arithmetischen Regeln zu Schulden kommen lassen*). 

Gegvn ^Bese BtgA ist Int in die neaeste Zeit herein ^el&cii fefeUt vovden. 
So Ngt s. B. Johann Schölts (in aeinem „Yemich einer geninen Theorie dettfn- 
endlidien**) : ,,Iöit man die Gleidinng s -|- n « s auf, so kommt s — « is o, 

(1 — l)«so, es ^Ksoo.** Das ist total ftkcfa. Denn hier wird nadi 

der algebraischen Regel geschlossen : für l)X » a ist x «s ^. Aber woher erbÜU die 
AJscbm diBie.R««Bl? IMvdi» dsTs aie heMmiU «dt li^dhr^ 
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§. 6. 

oniigtv Chnumracdiflu 

yVir wollen für diesen Paragraphen , um des beständigen Zusatzes : 
für wachsende oder für abnehmende x überhoben zu sein , eine beständig 
abnehmende Gröfse mit ö und eine über alle Gränzen hinaus wachsende mit 
m beseichneii, so dafs man «na der Bezeidnuuig selbst gleich eikennt, ob 
man den Grilnzwerth eines Aosdmekes fSr abnehmende oder waehsendo 
Werthe der Veränderlichen zu suchen habe. Als AnhalLepunkt für wei- 
tere Gränzbestimmungen dienen die bisher gefundenen Gleichungen 

Mn d = Ot LAn o == oo 
1 1 

O CD 

von denen die ersten zwei aus dem Begriffe von S und o selbst hervorge- 
hen, die zwei letzten im vorigen Paragraphen bewiesen worden sind. Mit 
diesem mi&cben Appft-ate aosgeptetet, wollen wir nun eine fieihe rom 
Bmspielen ilnrehgehen. 

1) Hitle inan Idm ^ sn bestimmen, woxin a eine constante Gröfse 

bezeichnet, so braucht man nur das 6 im Zähler und Neuner zu heben, 
um sogleieh die GrSnze zu finden. Dafs es erlaubt sei, das d im Nenner 
gegen das im ZShler stehende zu streichen, obgleich die 9 sich beständig 

ändern, erhellt daraus, dafs die Gröfse d, wie klein man sie auch nehmen 
mag, doch immer sich selbst gleich sein muls; setzt man also im Zähler 

entatdit, und nim ^ 1 nmmit tm die ob|s9 Sdmltwtchi» ReduniDg iit ba 1 <— 1, 

«44 ' 

b ^ ^* ^ nchtig waie, so ke»niito maii bewflbcli, dtSk jod« 

Zahl jeder anderen gleich wäre, z. B. 3 = 7. Denn es ist offenbar 3 — >3 = 7 — 7, 
d. h. (1 — 1) 3 «= (1 — 7 , folglich nach beiderseitiger Division mit (1 — 1), 

und da j*^^ » 1 *oU» 3 7. 



Man wSa hier em gaiaa eelatuitet Beispiel von der irideiraelididie& Anedehttnng 
Midunetiseher Regdn imd tob den Reenltatea, wdMie dtesdbe giebt. For jedee be- 

«timmt« Qiiaiitiiiii b iat «Uerdingp ^«s 1, aber dii^gea iit nicbt immer ^ oder 

00 

1 , wie dch im nächsten Feiagraphen seigen wird« 
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für 6 einen auch noch so kleinen Brach , so wird man für das im N'enner 
befindliche d offenbar den nämlichen Bruch setzen müssen , wobei man k 

ad (i 

Jedem Falle heben kann. £s ist also Lim ^ = wie man auch scboo 

danuis «ieht, dafs die Funktion jf = eine Constaute ist, die fiir alk 
Werthe von x, also auch noch so kieiae, den nämlichen Werth voo 

Wollte man in der Funktion ^ statt zu heben, gleich sagen: im 

ZShler nähert sieh d der Null, folglich auch ai der Null und ähnlich im 

Nenner, so wurde man auf den nnbranehbaren Ausdruck ^ stdsen, mit 

dem sich delsbalb nichts weiter anfong^ läfst, wdl die Arithmetik ans 
nicht mit ihm rechnen gelehrt hat. Indessen wissen wir dieses Mai doch, 

was er bedeutet, nämlich soviel als Um und dl dieJs =: ~ ist, so^ha- 

ben wir für diesen Fall 

so dafs also - jede beliebige endliche Gröfse bezeichnen kann. 

2) Es sei Um ^ zu bestimmen. Hebt man hier das d des Nen- 
ners gegen ein S des Zählers , was offenbar für jedes auch noch so kleine 
d richtig ist, so ist 



mithin anch 



Lim ^ = Lim % ö. 



Da aber d immer bleiner wird, so yerkleinert si^ auch ^ d beständig und 

es nähern sich also d und ^d gleichzeitig der Null. Folglich ist 

ad* 

Wellie man hingegen, ohne zu heben, so schfiefsens für abnehmende d 
nähert sieh d* , M^ädi amdi ad* und ebenso M der Noll, so würde man 
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fiadea^ ^ daft in diesem Falle wegen des vorigen Gribizwerlhes 



sein mufs.' 

3) Es sei Lim ^ aufznsiichen. He^t man hier das d^ Zähler 

gegen ein d im I^enner, so Meibt 

r.aS a a 1 

X^M« tje* — ^^^^ r» ~ ^"'^ T • 

90* 90 9 0 

1 

Nun wird aber ^ immer gröfser, je mehr d abnimmt, folglich muls auch 
te AnsdmdL ^ . ^ für abnehmende 9 besfSndig wadisen. Es wird also 

Wollte man S nicht heben, sondern sagen : bei abnehmenden d nähern sich 
ad und 6d2 gleichzeitig der Null, so erhielte man 

md dnroh Veri^eiebnng mit dem vorigen Grilnzwerthe 

0 

Man sieht hierans, dafs der Ausdruck ^ ganz unbestimmt und vieldeutig 

ist, da er sowohl jede endliche Gröfse^, wie auch 0 und oo bedeuten 

kann. Welchem von diesen Werlhen in jedem speziellen Falle der Aus- 
0 

draek - gleich m setzen sei, kann man nur dann erfahren, wenn man 



die Entstehiingsweise der beiden Nullen kennt, d. h. wenn man dea 
Ausdruck ^ als Gränze einer anderweit gegebnen Funktion betrachti^t. 

4) £s sei die Gränze zu bestimmen, welcher sich der Ausdruck 
für abnehmende x nähert. 

9 

Wdlie man Maria ZiUer oadNeuiar « ibiielm«i lassen, so wMe 
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man zuletzt für x=s 0 erinlten ^ , womii weiter nichts ansafongea ist 

Wir mfineii also eiaeo aateea Weg TerradieD. Es bt aber olfenbar der 
Bogen grober als sein Sinns, mithin wenn sMn mil dem Grölierai in das 
Kleinere dividirt, der Quotient ein ächler Bruch, also 

sin ^ ^ j 

X 

Ferner ist* der Bogen kleiner als seine Tangente; dividirt man also mil 
beiden in den Sinus, so ersehebt, da der grölsere Quotient, wo aadl de» 
Bogen als dem Kleineren dividirt wurde, d. h. es ist 

sin X ^ sin x ^ sin x ^ 
^ oder > ea$w. 

sin X 

Wir haben jetzt zwei Gränzen, zwischen denen der Quotient liegt. 



. 9m X 

1 ^ p> cotx 

X 

und diefs gilt» wenn man auch fBr x eine noch so kleine GrSbe ^ selact 
Läfst man aber d immer kleiner werden, so rücken die beiden Gränzen i 

und eos^, zwischen denen — liegt, immer näher an einander, weil 

die Cosinus sehr kleiner Bögen nur sehr wenig von der Einheit düMm, 
und wenn endlich d seihst die GriUize seiner Ahnahme, d. h. die Noll, er- 
langt haben sollte , so sind die Gränzen 1 und cos 0 selbst identisch und 
sin d 

nun muft seihst =ai scm, weil es nicht grölher als die GfSnze i 



und nicht kleiner als die GrSnze cos 0 sein kann. 

Man sieht diefs auch leicht aus der geometrischen Darstellung in 

Fig. 11. Sei nämlich OA senkrecht auf OX^ der Lunge nach = 1 und 

Aß II OX, femer sei die krnnune Linie APP das Bild der Funktion 

cos x; diese Gurve geht durch den Punkt A, weil cos 0=sO ist. Für 

OMsssx haben wir MP=^cosx, MQsssi; zwischen beiden muTs 

• sim X 
nun ein Punkt der durch r daigestellten Curve liegen, weil dieser 

Quotient ^ co« ;r und ^ i sein soll; nehmen wir also MB = , 

so Uegt der Punkt R zwischen den Punkten P und Q. Diefs gilt, wie 
Uein ajisk(Mfs;sar genommmi werden mag» FIr OtAfsaBl^:r liegt 
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also aiidi AT swisdton P und Q^. Diese Punkte und Qf rückea aber 
einander immer näher und fallen in A zusammen , es mufs also auch der 
Punkt R'y welcher immer zwischen ihnen liegen soll, am Ende in den 
Punkt A fallen, wenn OM ssdsaO geworden isl. Wir haben alao. 

i^^^i. (1) 

Hätte man etwas allgemeiner die Gränze za bestimmen, welcher sich der 
Anadnick — ^ — itiihert, worin m eine beliebige constante Grofse 9 be- 
zeichnet, 80 ist offenbar 



, . sät ^ , . / JtVi tto\ 



und hier ist nun aö eine Gröfse, welche unbegränzt abnimmt, wenn d ab- 

niwnt} wenn wir abo nissd' setzen, so isl 

_ . sma9 - . / 8tM^\ 
Lm — g — = Lm I « ^ I 

wobei nun ^ gerade so eine bis zur (iränze Null abnelmiende Gröfse be- 
zeichnet, wie £rüher d. Da nun « sich nicht ändert, wenn ^ abniffllll^ 
so ist jetzt 

Um'^=^^ (2) 
5) Setzt Bin in der Gleiefaong 



■ ' 1 — xy 



% B — r-i, so erhält man nach einer leichten Aednklien aof der reek- 

ten Seite 

+ 1 Of ( jr + d) + 1 

dr^m — |— 5 =5 AreUm — — ' — • 

Laasen wir hier d immer kleiner werden, so nähert sich x-^-^ der Gränze 
X nnd der Quotient 

wächst ins Unendliche hinaus, so dafs er jede gegebene Zahl übersteigen 
kann. Je grlifser aber die Tangente eines Bogens ist, desto näher liegt 

der Bogen selbst &b weil umgekehrt die Tangenten ins Unendliche 
wachsen, wenn man näher mid näher an - kommt. Der Bogen also. 
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welcher jenen Quotienten zur Tangente hat^ nähert sich mehr und mek 

der GrÜDze Gehen wir nun rechts und links zu den GrSnzea für ah- 

ndnnende d oher» so erhallen wir die wichtige Gleushniifg 

Arctan x Arctm - = — • (3) 

Wir wollen uns nun mit der Aufsuchung einiger Gränzen für. wach- 
sende Werthe der Veränderlichen heschäftigen. 

6) Zuerst hemerkt man leicht, dafs der Ausdruck — denselhen Cha- 

rakter der Unbeslnunthdt nnd l^ddeutigkeil an sieh triigt, wie der esl- 

spreehende ^, wohei man zu heachten hat» dafk in jedem Ansdmcke das 

Zeichen oo nicht etwn ein bestimmtes Quantum als Ganzes genonunen, 
sondern eine hesfündig fori wachsende GröfiM bezeichnet. Um sieh immer 
daran zu erinnern, kann man etwa setzen 

oo = l-f-l-|-l-f-^"l~''' und immer so fort 
und diefs als Definition von oo festhalten. Wenn man nun in den Aus- 
drücken 

atü aoD* ata 

m ins Unendliche wuchsen läTsty so gehen sie in die gemeinschaftliche Form 
— über. Hebt man dagegen Zähler und Nenner mit «, was für jedes 

auch noch >o grofse » erlaubt ist, so findet man der Reihe nach 

, . ata a 

Ä = * 

Lim 1 — Ä oo 



oo 



so dafs also der Ausdruck — ebensowohl eine endliche Gröfse t-« als oo 

oo ö 

und 0 bedeuten kann* Alan darf daher auch mit dem Quotienten ^ .nicht 

schlechthin rechnen, sondern nur in so fem, als derselbe einem Gränzen- 
Übergänge seine Entstehung verdankt* 

7) Um den Gräncwerth des Quotienten 
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m 

za ennitteln, braucbt man nur mil dem N^ner in jedes Glied des Zäh- 
lers zu dividireii, wodurch die Gleichung * 

— Ä— — l-ld-J-a.— 
. o I» V ' o 

encheint und in dieser n ins Unendliohe wachsen zvt lassen. Man er- 
hält dann 

Ltm — ^ — = i • (4) 

1 a ' 

weil üm - , also auch lÄm — 0 isl. 

8) £s sei die Gränze des Ausdrucks 

• • ^ • ■ , 

a -|- fl» 

aufzusuchen. Man kann hier auf doppelte Weise verfiihren ; einmal näm- 
^lich ist 

» ^ a 



und dann auch durch Division des Zählers und Nenners mit «s 

CO 1 



In der ersten Form nimmt für wachsende m der Quotient — j — bestän* 

dig ab und nähert sich fortwährend der Null. Man bekommt also durch 
Übergang zur Gränze 

Lüt — ?— s= !• (5) 

In der zweiten Form wird der Quotient — immer kleiner und nähert sieh 

der Gränze 0, folglich der ganze Nenner 1 ^ Gränze i; mithin 
ist wieder 

Lim — SS i 

wie vorher* 

Man leitet ebenso leicht das allgemeinere Theorem ah; 

= , (6) 
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welches sich auch ia Worten aasdrückea läfiit, nämlich: yyAddiit man n 
ZShler vnd Nenner eines Bmehes dieselben, aber immer grSfsere ZaUen, 
so nihert sieb der Werth desselben fortwttraid der Binbdl.'^ 

So nähern sich z. B. die Brüche 

1 2 3 4 5 
2' 3' 4' 6' 

2 3 4 5 6 

1' «♦ 5» 4' 6' • • 
die dadurch entstehen , dafs man im Zähler und Nenner immer i addirt, | 
immer fort der £inheit| wie man auch daraus sieht, dafs man sie so schrei- 
■btti kann: 

1 1 1 1 i 

1— i — 3> ^""i» *'"6' *""6* * *• 

wobei in der ersten Reihe eine beständige Zunahme , in der zweiten eine 
Abnahme statt findet*). 

9) Ein wichtiger bieher gebärender Snts ist noch der, dafs für je- 
des a ^ i , 

Lm = oo 

ist. Jüan sieht die Richtigkeit desselben leicht auf den ersten Blick ein, 
wenn a eine ganze Zahl p> 1 ist, dagegen erhellt diefs nicht so unmittel- 
bar, wenn a nnr wenig von der Einheit differirt. Man kann sieh dann 
anf folgende Weise überzeugen. ■ Sei a^l -|- wo b eine noch so 

grofse oder kleine constante, aber nothwendig positive Gröfse ist. Man 
bat dann : 

*) <Xiiter wmderlidieii Sfibto., die nun Ut ia die jetzige Zdt über dat V»- 
«adBche ^vorgebnulht hat, gdi6rt anter AndeNiii muh. der: »«doe naendfidie GfjE&e 
«od durdi Hinsiithaii eber OMUicliea «nkfat rerliadart, oder es ist oo ;t a aa oo^** 
Das ist völlig fakch; eine Gftf flie Sattelt sich «Hemal, wemt nsn etwas dsza thot i 

odar ircoiufluiits eber das Yerliültiiifs sweier Grölsen^ d. h. der Q^oCieiit , 

X + e 

kann rfdi anfangs rascber «nd bei grofsea « langsamer andern and sich iai ktaleren 
Falle nach euem gewissen Endwerthe zn bewegen, den er bi Wii^Ghfceit ale erlangt 
(wegen des Gesetzes der Stetigkeit), dessen Existens Aet nachgewiesen werden kann. 
In dieser Weise aufgefafst, Iftrt die Betrachtung unendlich wacfasender oder abnehmen- 
der GröTsen gar keine Schwierigkeit ; dagegen sie in ihrer bisherigen höchst nn philo- 
sophischen Abfassung die donkelste Partie der Analysis bildete nnd Ton jeher der 
streitige Punkt war. 
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(i+k)^zs:i + 2b + b* 

folglich 

(1 + ^)'* >§ + «*. 
Daraus folgt durch Multiplikation mit l b: 

Fernere MdtqiUkadon mh 1 -f- ^ gidil 

(* + ^)*> A + 4* + 3Ä« 

mithin 

u« s. überhaupt findet sich für eine beliebige ganse Zahl 

Wie ^ols oder klein nun auch die Grö'fse b sein mag, so kann man doch 
dadurch , dafs man sie hinreichend vielmal nimmt, das Produkt nb gröfser 
als jede angebhare Zahl machen. Es übersteigt also auch i-\-nb im 
waehsenden n jede aogebbare Zahl, folgüeh iai «m io mebr, wenn m fSr 
n gesetzt wird, ^ 

Im (i+b)^ SS oo- 

oder 

Lm Ä« =? cx) (0 ' 

sobald a ^ 1 ist. 

Da gröfser als jede angebbare Zahl werden kann, so UUst sieli 

^ =s*ar^ kleiner als jeder noch so kleine angebbare Bruch machen* Bs 
\8i daher 

Xtm a"^ = 0. (8) 
Wir wollen endlich noch eiuige ailgemcins Satire vber difi (iräam 
au&tellen. 

Nähert sich, gleichviel ob fiir wachsende oder abnehmende die 
Funktion tp{x) der Gränze ist also Idm (p{x) = so können wir um» 

gekehrt <p(x) = a-{-6 setzen, wobei 6 eiue Gröfse bezeichnet, die bis zur 
Null abnimmt, wenn man in (p{x) zur Gränze übergeht. Ebenso folgt aus 
Lim ^j;) s if(x) sss ^ d', w<Hnn d' ebenfalls eine Gröfse ist, wd.- 
ehe bis zur Nutt abnimmt, wenn man in i^x) doi angedeatelen Gajfm^ 
libergang vollzieht. Man hat folglich 

9(x) if(x) ^{a + ä) (b + ^) = ab + ^^^^^H+ dd' 
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und 

Um ^«)] 8B /Ml («^ -I- «d' -I- Jd 4- dd ) 
oder yermdge* der Werthe ron-a und b 

Lim [(p{x) i^J?)] = Lm g>{x) . Z,iwi 1^(0:) , (9) 
d. h. am den Gränzwerth eines Produktes zu finden, multipiizirt man die 
Gränswerlhe der .eingetaen Ftkloren. Hätte man also s. B« .lor wad* 
sende x 

X* «Iii - 



zu bestimmen, so ist wegen 



«tu - J» - 

4? X X 

x + i " ~ 

/ X 

1 i 

2^ JP 



X 

bei waehsendenxninunl bier - immer jib, wir beben also naefa (5) und (l) 

i 

sin — 

JLim =-— = 1 . 1 1. 

x+i 

Ans (9) folgt auch für = F(x) f{x) 

and so fort für mehr Faktoren. "Sind also <Px{^)s 9^(p^)y 9t(^) • • • 9'fli('^) 
äirer Natur nach verschiedene Funktionen, so ist 

Lm . . . yj«)] 

s i4m ^x{x) • Lhi^^{x) . Lm 9>,(dr) . . • Lm (pj(x) 
Etwas Ähnliches haben wir für die Division. Ist nämlich Lim^{x)=ia, 
so folgt wieder 9(j:) = a4-d und 

_1 I i d 

|p(«) «-|-d~ « (a-f*d)a 

folglich • 



(H) 
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37 
oder 

Nim hat aun uctt dem VodigMi 
oder 

-[^] = ^i- (»).,. 

d. h. der Gränzweith eines Quotientea ist der QjBptieiit der einzelnen 

Gränzwerthe. 

Aus (11) folgt, wenn die einzelnen Funktionen ihrer Natur nach 
niebl Ton einander TeradiiedeD siad, d. b. fnr asr^^ ss^, s s 

Lim [^Ff] = {lim g)(a:)]*. (14) •* 

Diese ^eicbnog Üfiit sieh noch yeraUgemeinem. SetsI man nlbnUeb 

9(«)=^5i5f', si3|, 

wo- p and ^ ganze positive Zahlen bedeaten, so fB%t 

Lim [^f] = [Lim Mx)*^ 
oder weil hier p eine ganze positive Zahl ist, nach (14), wenn dort ^ und 
9 für 9 und » gesetzt wird 



danms folgt 



oder 



Ziw «] = [zmw ^(ar)]?. (15) " 

Die Gleichung (14) gilt also- auch allgemeiner' für jeden gebrochenen Bx- 



ponenten. Da nun ^ jede beliebige positive Gröfse vorstellen kann, so 
ist für jedes positive 

Um [^f\ ^ [Lim ffix)Y. * (16) 

Ferner bat ma» 
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Amiereneits ist aber oaeh (12), wenn matt g>{x) fSr ^x) HM 

Lim f-^l ]}j . 

Vei^eichi maii diefs mit dem yt>rigeQ, so ist 



oder 



Zrew fqpljj?) = \Lim fp{x)\ ^. 
M|U^ jkwvi ^$0 -sa|;^,: £ür J^edes positive oder negative ^ ist 

lAm\j^f\ csz\Lm tp{x)\^ (17) : 

d. h. d^ Gränzwerlh eioc^ ^otebs ist die Potanz des Gränzwerthes. 

Endlich haben vir nook folgendM Sata . . 

.Denn für Lta» = a ist 9(0;) = a -|- mitbin 
und 

lör abnehmende d ist aber Xim (^) s i ^ mithin 

Setzt man hier für a seinen Werth lAm so erhält man das Theorett 
in (19). Eine Anwendung desselben ist z. B. 

" ' L*Wi[^] = ^^«^ 

Die hier voigetrsgenen Sätze rmchen mei^entheiis zur Bestimmunj 
der Gränzwerthe zosammengesetzterer Ausdrücke hin. Fttr ein Pkar a» 
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ond dn FooklioiieB im Al^emräieB. • 30 

ffBevortetiMlie Ftile, m wichen TÜam Anwendoni^ m keinem fUialltli 

führt, dienen die Betrachtungen des achten Paragraphen. 

§.7. 

£ine der ersten Anwendungen der Lehre von den Gränzen ist die 
AufsnchuDg der Kennzeichen für die Continuität oder Discontinuität einer 
Funktion. Was diefs bedeuten solle , wird sogieieh' aus den folgenden 
Betra ekt wi geii erhelten. Jede Fonktio« gid>t, wenn ne nicht eiiia Gen» 
•tnnle ist, immer andere und andere Werihe, aebald man die>in ihr ent- 
haltene Veränderliche beständig ändert. Die Aufeinanderfolge dieser Wer- 
the kann nun aber entweder eine ununterbrochene oder eine sprung- 
weise eein, nnd hiernach nnteraoheiden aidi die Funktionen in- stetige 
(continHhrUebe) und unstetige (diieonlinnMiche), Man kann diefs «neh 
schärfer so ausdrücken : wenn eine Funktion für o: = a den Werth A vaä 
dann für ein anderes x = b den Werth B annimmt, so heifst sie stetig, 
wlsin der Übergang yon ^ zu jB so geschehen ist, dafs die Funktion vor- 
hm eile Zwischenstufen, d* h. alle W«the durehlaufen hnt, welche 
..--^wischen A und B eingeschaltet werden kennen, unstetig dagegen wM 
sie genannt, wenn der Übergang von A nach B in einem Sprunge ohne 
Durchlaufung der Zwischenstufen geschehen ist. 
V Man kann diesen Unterschied durch folgende dem gewöhnlichen Le^ 
den entnommene Beispiele sehr scharf henroihehen. ErtheÜt Jenmad.ln 
einer Kunst Untevrieht, ^e Stunde sn 1 Thaier,, so hat ec am Ende- einer 
solchen Unlerrichtsstunde sein Vermögen vermehrt, aber nach einem ste- 
tigen Durchgänge durch alle Zwischenstufen; denn in der halben Stunde 
hatte er ^Thlr.^ in f Stunden } Thhr. , in f Stunden f Thlr. n« s. I. 
verdient, sein Verdienst hstte foiglich ebenso stetig zugenonunen^ als die 
Zeit. Denkt man sich hier den Verdienst als Funktion der Zeit ,^ so hat 
nan eine stetige Funktion, weiche man auch leicht construiren kann, wenn 
SMU die Zeit auf einer geraden Linie OX (Fig. ,12) ausdehnt und das 
entsfieehende VemriSgen dasanf senkrecht MshneL Hier wäre A der 
Anfangspunkt einer ü nie w i chtsstunde, AM der Stand des Vermögens in 
dicsein Augenblicke, B der Endpunkt der LnterrichLssLuiide und BN der 
entiprechende Stand des Vermögens. Um aber von M nach 2V zu kom- 
«NO, mnfil man alle möglichen Funkte durefalanfen, welche swischen M 
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and JV^ iegeiit «der ttaran Entf«iiiuigMi vod OX igt^ünt tia AM nmd kkh 

aer 9h BN sind. 

Wenn dagegen Jemand in der Lollerie 100 Thlr. gewinnt, so wird 
er plötzlich um soviel reicher, ohne alle Zwischenstufen nach und nadi 
darchlaofen za habeo. Bezeichnet in Fig. 15 A den Aii|;enUicky in weft* 
eheni der Gewianst gezogen wurde uad AM den letzten Venafigenaslaii^ , 
des Gewinnenden , so steigt jetzt plötzlich das Vermögen auf AN^ der 
Punkt A bildet also einen Moment, welcher den bisherigen Kassenbestand 
von dem nunmehrigen scharf trennt. Sehen wir hier die Geldereinnalime 
als FunklioB der Zeit an» so haben wir es mit einer «nstetigen FanktiiMi 
zu tfaun, welche sieh an der Stelle A spningweis Sndert, indem aie faier 
bei M abbricht und gleich darauf bei N ihren Weg fortsetzt. 

Es würde sich nun fragen, wie man ein analytisches Kennzeichen 
der Gontinoität oder Disoontinuität einer Funktion entdecken k$nae« IHese 
n«ge läfst sich leicht durch eine veigleicfaeade UnlersiiehaBg der Mdea 
gefundenen krummen I^nita beantworten. 

Wenn sich eine Funktion an der Stelle A (Pig» 14) stetig ändert, 
so kann mau sich der hier stehenden Normale AM auf doppelte Weiae nä- 
faera, entweder dadorch, dafs man eine der firüheren Normalen, etwmZCP^ 
shsh vorwiirts bewegen, oder eine der späterea NonaalcB, wie KQ, sieh 
rückwärts bewegen läfst. Nehmen wir an, dafs y = f{x) diejenige Glei- 
chiing sei, aus deren Couslruktion die obige Curve entstanden ist, setzen 
QA taa; AHzs AK=^, so ist 

2ieheiiwlr FR || OK, so ist QR der Uatersehied swisobea HPwkKQ, 

welcher positiv oder negativ sein wird, je nachdem HP gröfser oder klei- 
ner als KQ ist. Wir haben also , abgesehen von dem Vorzeichen : 

äX« — d) d). 

LasseiT wir jetzl die GrSfse d iauaer kleiaer werdea, d« h. rSekea wir die 
Normalen HP und KQ von beiden Seiten her Inraier^idlher aa dieanttlere 

Normale AM ^ so >^ ird olTenbar der Unterschied QU immer kleiner und 
zuletzt Null, sobald die Punkte P und Q in den einzigen Puakt M zosam- 
meagefallea siad. Wir haben also für abaehaiende d 

^i:/i:«-«)-yi«+«)]=^o- 

Anders verhält sich die Sache , wenn die Funktion f{x) an der Stelle 
a unstetig wird» Sei diefs in Fig. 15 für OA = a der Fall, so geliöreu • 
zu OA zwei verschiedene Normalen AM und ANy von denen die erste 



Digitized by Google 
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den Bndwertb aller buberigen Werthe, die zweite den Anfangs wer tb 

einer neuen Reihe von Werlhen bildet. Nehmen wir wieder AU= AK 
s=d, so ist auch ifjP = /{a — d), KQ = f{a'^S).. i4as«eii wir. aher 
d immer kleiner werden , so riekt der Punkt P immer iriiber an den End- 
punkt P, oder die Normale HP ipmer näher an die £ndnenttale ".iOf; 
ebenso nähert sich von der anderen Seite her die Normale KQ mehr und 
mehr der Anfangsnormale AN und die Differenz QR zwischen HP und 
KQ nähert sich fortwährend der von Null verschiedenen Gröfse MJ^ 
Wir haben also, wenn statt HP vnd KQ ihre Wertbe gesetzt werden^ 

Vergleichen wir diefs mit dem oben erhalteneu Resultate , so können wir 
sagen : Wenn eine Funktion f(x) in der Nachbarschaft eines speziellen 
Werthes x^a stetig ist, so nähert siqh die Differenz 

für abnehmende 9 fortwährend der Null; ändert sie sieh dagegen an der 
Stelle x=.u sprungweis, d. b. tritt hier eine Unterbrechung der Stetig- 
keit ein, so nähert sich jene Differenz einer von Noll verschiedenen 
Grölse. 

Ans dieser Betiaehtnng flieftt unmittelbar folgende Regel: . 
Um eine gegebene Funktion f{x) auf ihre Continuität oder Discon- 
tinuität zu untersuchen, ziehe man die Differenz 

in Reobnmig. ' Nähert sieb bei abnehmenden d fär jedes belieb^ x 
diese Differenz nnbegrämt der NuQ, so ist die Funktion «ne doreh- 

aus stetige ; kann man dagegen einen oder mehrere spezielle Werthe 
von X finden, für welche, jßue Differeuf sich nicht der Null nähert» 
so ist die Funktion eme nnstetige qnd zwar ^et für Jeden ^solphen 
speziellen Werth von x eine Unterbreehnng der Stet^eit statt. 

Den Mechanismus der Reebming selbst wiril man feicht ans den folgenden 

Beispielen ersehen. 

i) £s sei f[pi) = x'^» Man hat hier 

Wie grob mm auch x sdn möge, so ist e»deefa in jedem bestiitelen Blatte 

xt^ft möglich, das Produkt 4 ad der Null so nahe zu bringen, als man 

wjn. Man setze nur 9 = -y wo » eine Zahl ^4« bedeutet, so ist 
.4«d sdion ein äebfjBr Bmdi; läfsl man nun Jt fertviliieBA.mehMVfti.«^ 
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wiri ü&m lebte Bradi Imer kleiner, vMti sieh ab» heMmdig 4er 

Null. Da diefs von j edem Werthe x = a gilt, so folgt dals die funk* 
tioB jc* eine durchaus stelige ist. 

. 3) £• Mi /(or) SS 1. £s wird liier 

Lassen wir liier 9 immer kleiner werden, so nähert sich der Nenoer der 

Clränze x^, der Zähler der Gränze 0, folglich der ganze Ausdruck der 
Gränze Null. Doch ist das nur im Allgemeinen wahr und es ist dagegen 
leicht, einen speziellen Fall zu entdecken, welcher eine Ausnahme macht. 
Das bestSndige Abnehmen des ganzen Ausdrucks röhrt offenbar Mos von 
dem im Zähler vorkommenden Faktor d her; da nun auch 9 im Nenner 
vorkommt, so wäre es wohl möglich, dafs man unter besonderen Umstän- 
den das d des Zählers gegen ein ö des Nenners heben könnte; hierdurcb 
fiele im 2tfähier gerade derjenige Faktor weg, welcher die beständige Ver- 
mindemng des ganzen Ausdrucks herbeiführt und es würde also dann für 
abnehmende S jener Quotient sieb nicht mehr der Null nähern. WH! man 
aber $ im Zähler gegen ein S im Nenner heben, so kann diefs nur auf eine 
einzige Weise bewerkstelligt werden, oämüch dadurch, dafs man x = Q 
ninmt« Für diesen Fall wird 

JÄ ^ + d)] =a ita» 21» == 

Ja der ff^mktioQ - tritt alsot an dar Stelle xssO eine Unstetigkeil ein und 

diefs 1^ zugleich die erazige, welche in der ganzen Funktion vorkommt. 

Man erknmi dtefi aüeh kicht aus der geometrischen Construktion der Glei- 
I 

jchnng ffsss ^ in Fig» 16. Geht man nämlich von ;r = -|- i an rückwäils 

bis «=sO, so wächst - ins Unendliche; die Normalen sind also desto 

gröiser, je näher sie an dem Anfioig^pankte O Hegen, inid sämmtlicb po- 
aühr« Gahlman dagegen van :rrs—i an vorwirla bisarsao, soweit 
den wohl auch die Normalen an und (ur sich immer griÜser, sie dvi ite 

sämmüich negativ, d. h. sie liegen auf der entgegengesetzten Seite von 
XX\ Die ins Unendliche verlängerte Gerade YY' gehört also sowohl der 
iMtam ab nbo« Wlfla der Figur an, indem das anendlioh vniäagvle 
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O y die Finalnonnale der bisheri^n Normalea und die unendlich verlän- 
gerte OY zugleich die Initialnomude aller nun kommenden dantellt. Mmi 
könnte diefs kurz, wiewohl nicht gun tlmg, so awiiickfiii : an der SteUo 
« tte O «iniiigt die Gurve tos dem positiv Unendfichen pidizlich io das ne- 
gativ Uneodliche über, ist also hier nnstetig, weil jede plötzliche Veräo- 
derung eine unstetige ist. 

Ebenso leicht wurde man andi finden, daft die Fonktionen r— ^ — , 

4 1 a 

^ ^ 9 ^ aa den entsprechenden Stellen x=l, x=:a^ * 

unstetig werden. 

3) £s sei f{x) = tan x. Man findet hier 

nnd diels lädt sich durch Reduktion auf den geneinschaftliehen Nenner und 
Anwendung der Formel 

sin a cos b — cos a sm h ^ sin (a — b) 
auf die folgenden Ausdrücke bringen 

— «« 2d 2 cgy d IUI d 

C0#(«— d) e09(jD-l-d) 1 ^ , / I ;ix 

^ ' \ ■ / . j» 2co*(af — d)coi(a?-J-d) 

db aicfa mittelst der Fonhebi 

a b ssz cos {^ü ^ b) '\- cos {a*^ b) 

«nd 

■ 

«Bf 2# öB 1 S^äi*« 
ift 9b higandin Tevwauddn : 

^ cos S sin S — 4 cos 6 sind 

cos 2x cos2o ^ cos2x -\' i — 2 »w* d 

«s dab alHi 

ist. Diese Pifferenz nähert sich im Alfgemeinen iimner der Null, aohald 
t'bMändig abnimmt. Die fbrtwihrende VermindoruDg des ganzen Ans- 
drucks liegt aber einzig und allein an dem im Zähler vorkommenden Fak- 
tor sind. Könnte man diesen aus dem Zähler wegschaffen , was nicht 
anders,, als durck Hebung gffgoi ein sm d im Nenner milglieh ist, so 
wurde dann der Ausdruck siÄ nidit mehr der Nidl nShem n^d fo||^ In 
inRÜte, wo jene Hebung m««lich wäre, eine ÜMtsygkefedtrFnsWen 
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f(x) = tan X eiDlreten. Soll sich aber it% d im Zähler ^en sm!^ S ht 
bin, so Draüi 

e0ft«*|- 1 oder Mt — 4 

seiii. Um diese Gleiebtuig naeb x ntsMm^ braneben wir mir alle Bo- 
gen aufzusuchen, derep Cosinus = — 1 sind. Diese Bogen sind der 
Reihe nach 

9Vy . Sftf SfSf • . • 

^^9f^ ••SÄj ■"■TÄj • • • 

Setzen wir diese Werthe für 2x, so haben wir alle Anflösmigeii der Glei- 1 
ebnng co« 2ar = ^ 1$ es fo%t daraus 

In allen diesen Fallen ist 
fol^cb 

Lim [/(t — d) — f(x -|- ö)] = oo. 
Mithin ist die Funktion tan x für alle jene Werthe von x unstetig* 

IKeses Resultat der analytiseben Untenuebung wird tob dw €mmm 

tric vollkommen bestätigt. Die Curve in Fig. 17, welche die Gleichong 
y s= tan x repräsentirt, fängt in dem Punkte O selbst an, weil tan 0 o 
Ist. Von bier aus cutfernt sie sieb nuner mehr von der Geraden OX^ 
weil ianxwii^y wenn x zunmunt; diese Zunahne gebt bi» nr Steife 

:r s= ^ ins Uneudliebe fort« Darüber hinaus aber wird die Tangente ne- 
gativ und nimmt rückwärts die nämlichen Werthe auf der negativen Seite 
an, die sie früher auf der positiven Seite hatte, wttl überhaupt tan ^ 

= -to.(2-«)i.L E.»t^«d.I««i«.g + *) = 

— JLjiii Ilm — d^ =s — oo, so dafs also die bnumie Linie an der 

Steile «t^ = ^ aus dem positiv. Unendlichen in das negativ Unendliche über- 
springt, abw sieh bier unstetig Xndirt. Fiv ;rss» ist wieder IsuicasO 
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und von hier an bis x =: 2n wiederholt sich das Spiel, welches früher 
von o? = 0 Ms X SS erscbienea war; die Curve ändert sich nämlich an 

der Stelle xzs— wieder unstetig und ebenso weiter Ck x =i — , — 

u. s. f. Die nämlichen Erscheinungen beobachtet man auch , weiiii man 
von O aus rückwärts geht, d. h. die krumme Linie für negative x ver- 
folgt* Das Bild der Funktion tam x besteht also aoa einer unendlichen 
Menge von einander abgesonderter Zuge, durch welche in so fem eine 
Unstetigkeit herbeigeführt wird , als man von dem einen nicht auf den an- 
deren kommen kann, ohne einen Sprung aus dem Negativen ins Positive 
zu machen. 

Als andere Beispiele unstetiger Funktionen kommen noch cotx^ seex 
und CQsec X unter den einfacheren vor, welche in der niederen Analysis 
betrachtet werden. Durch ein dem vorigen ganz analoges Verfahren wird 
man leicht die Werthe von x entdecken können, CBr welche in diesen 
FbnklioaeD eine Unterbrechung der Steli^it eintrilf*)* 

Die hier betrachteten Funktionen haben das Eigene , dafs in ihnen die 
Unterbrechung der Continuität durch einen Sprung aus dem negativ Cnend- 
lidien in das positiv Unendliche geschidit, weil sie grfirochene Funktionen 
sind, deren Nenner aus dem Negativen ins Positive durch die Null hin- 
durchgehen. Wir wollen dagegen noch einige Funktionen betrachten, die 
aus einer negativen endlichen Gröise in eine positive überspiingen. 

4) Es sei f{x) = Jrctan ^. Da wir schon wissen, dais ^ an der 

Stelle 0 sidi unstetig ändert, so mnis diefs anch bei ArcUat der Fall 

sem. In der That haben wir , 



1 

*) Mandw habm FmkücM ivie fem s nicbt für «artttC^ge golttii Immu 

wollen, obgleich sie den in §. 7. aufgestellten Begriff der Unstetigkeit zogebcn. Dieb 
ist eine der wunderlichsten Begriffsverwirrungen. Wenn jemand 1000 Thlr. Sdndden, 
aber kein Vermögen hat und 2000 Thlr. in der Lotterie gewinnt , so ändert stdi aeiii 
Kassenbestand unstetig, und springt aus — 1000 nach -f- 1^00 über. Ebenso un- 
stetig wird er sich auch andern, wenn man für die Zahlen 1000 und 2000 setzt 10000 
und 20000 oder 100000 und 200000 u. s. f. Geht man so fort, so kommt man im- 
mer naher und näher an Sprünge der obigen Art; also ist aach eine Fanktion, die 
von —00 Back -^oo überspnn^, eine anstetise. 
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f 1 
Um Ar^m =? 4' ^^^M« ^ 4* ^^^^^^ 09 =: -f* ^ 



1 



Wenn also x von — d nach übergehl, so springt die Funktion Arctan- 

von X BAek 4-- über. Construirt man die krumme Linie» wekke 

das Bild der genannten Funktion darstellt, so erhält man Fig. 18. Wollte 
man die Unstetigkeit nach der gegebenen Regel beurtbeiien, so hätte maa 



1 1 



f 1 «— d ihfs 

= Arctm ^ 



m imtenmehen. Hierans sefaeiDt sieh anf den ersten Bllek n* eignen, 



1^ 

dafs die Fonklion Ar€ian - an der Steiie «t s= 0 stetig sei, weil 

— d* + l 

ift Man m«b dkir beriielDMtigen, dafii hier die Formel (9)^^ 

gewendet worden ist , welche nur dann gilt, wenn x und^ positiv sind. 

Fir «=0 aler hat man xcs— ^ = -|- ^, dann iit die Formel (9) 
nicht mehr anwendbar und man bat unmittelbar 

Um ^Areitn — ^^ Aretan ^p^J = — %Aman ss — « 

wie dieia in der That auch aein mnfii. 

5) Da die Funktion taa,x an allen den Stellen 

unstetig wird , so mufs diefs auch mit der Funktion Arctan {tan x) der 
Faü aein. Dieie spriugt «n aUen Janes StaUeii von ± - nach ^ - nkr. 
Saials.». 



Digitized by Google 



• nl dM taktkM in Alfganebfls. 47 

lim ^u&etan ^tart — — Arettm ^tan + J 

SS ^Arefym oo ss » 
und ebenso an allen übrigen Stellen« 

$. 8. 

Addoktioii tu^n GiSaibwtiHiinnHgMi Mif wndwPB» 

Es ist nicht immer möglich, unmittelbar die Gräoze zu bestimmen, 
welclier sich eine gegebene Funktion für wachsende oder abnehmende Wer* 
Ihe ihrer Venuideriieheii nähert and man mafs sieh daher io aoleheii Fättm 
bemfihett, die Aufgabe dadareh za Uteeii, dafs man sie anf eine Midmi 
schon bekannte , oder wenigstens leichtere zurückführt. Zu diesem Zwe- 
cke hat Cauchy zwei sehr fruchtbare Sätze angegeben, welche hier Dol- 
gen mögen. 

I. Wenn sich die Differenz 

für wachsende x einer angebbaren Gränze nähert, so ist 
diese immer identisch mit derjenigen, welcher sich der Qae« 
lient 

» 

bei ebenfalls wachsenden x nähert. 

Nehmen wir zuerst an^ dafs der Gränzwerth jener Differenz eine 
endliche Gröfise k, also 

wi, so wird die Diffenns 

worin a eine beliebige , aber vor der Hand als constant gedachte Gröfae 
bedenlety nm eine endliche Gröfse d von jener Gfinze vtrschieden sein, 
so da& man setzen kann« 

wobei d eine Gröfse ist, die beständig abnimmt, wenn a laichst. Schrei- 
hen wir a -f- 1 für so setzen ^ir gröfsere Werthe, also wird d kleiner 
werden lind in eine andere Gröfse d^/^d fibeigehen, so dafs jetzt ists 

Ebenso können wir weiter schreiben: 
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worin ^ ist. Creheii wir auf diese Weise immer fort bis zn einer 
leisten Zahl so wären die letzten Crleichongen dieser Form s 

/(fl + «-l)-/(« + «-2) = A + ^^ 

/(« + «)-/(« + «- 1) = A + 
Addiren wir alle gefundenen Gleichungen, deren Anzahl n beträgt 9 so be- 
ben sieh alle Glieder bis auf zwi»; es kommt nämlieh 

f{a 4- ;/) —f{ii) = 4- a -|- 5^ -f + . . . + 

Da aber die Gröfsen ^, Jj, • ^n-i ihren absoluten Werth en nach 

eine abnehmende Keihe bilden, und ihrer n vorhanden sind, so ist die 
8nnune derselben offenbar kleiner als die gröfste von ihnen nmal g^enom- 
men nnd grSfser als das iifoehe der kleinsten onter ihnen, d. h. es ist 

««>d + 5, + ^2 + • +*•-, 
Hieraus erhält man durch Addition von nk unter Anwendung der obigen 
Gleichung 

s A + jid >/(« + II) --/(a) > »* + sd^, 

oder 

«* + «a +/(«) >/(a + > «A- + «d„,, +/(a) 
und durch Division niit a-\-n 

Lassen wir hier « ins Unendliehe waehsen, während a nnveriUidert seinen 
Werth behält, so ist auf der linken Seite nach §. 6, 

und das Nämliche gilt anch fnr die redite Seite der Gleiehnng, in welcher 
anfserdem noch Um a«_, =5 0 ist. Diefs letztere eikennt man leicht, 

wenn man die im Anfange gemachte Voraussetzung 

mit der früheren Gleiehnng 

zvsammenhält nnd n beständig wachsen läfst. Suhstituirt man nun die ge- 
fundenen Gränzwerthe, so ergiebt sich 

• a + n 

d« h. in Worten: wenn h die Griinze bedeutet, welcher sieh dieDüferenz 

für wachsende /(a: — f{,x) für wachsende x nähert und wenn für eine 
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lieliebig gewählte Zahl n die Differenz /'(a -f^ 1) — f{(i) um d voii k, ver- 
schiedeu ist, so liegt die Gränze, welcher sich der Quotient * 

• fiß + 

l>el ooostantem a and wachsenden » n^bert, :Q;vn8ohen den Werthen k und 
h — |- 

Man kann aber a heliehig wühlen; folglich darf man es auch immer 
grofser nehmen, wodnrcb d immer kleiner wird; lagsen w^«ittf Unead^ 
liebe wachsen und gehen zur Ch^ze fäer, so hntet der Satz: ist 

Lim [f{a + 1) — /(ö)] = Lim (X- + = 
SO ist auch, wenn a und n gleichzeitig wachsen, 

# 

Lim (A+ d) > Lim- ^^^'i'''^ > k 

d. h. die GiiUizwerthe k-^B und Är, zwiscfa« denen der Quotient Hegt, 

rücken immer näher zusammen und werden zuletzt identisch ; da nun der 
Quotient immer zwischen ihnen hleihen soll, so mufs dann sein 



It- 



aiso 



Da hier aber a und n mi einander und ebimso -f-^i» in» ün en d üe hn 
wXchst, so kann man Sbeilianpt sagen waehiende x iai ' * 

Die eben durchgeführte Betrachtung gilt aber nur f$r den Fall, daft 
dieGi^e k, welcher sieb die Differenz fXx-^-i) — f[x) nähert, eine 
bestimmte, angebbare Gröfse ist, mit welcher man reebnen kann. Wenn 
aber /"(o: -|- 1) — /W üir wachsende x jede gegebene Gröfse übersteigt, 
d. h. wenn Lim \J{x-{- 1) — /(.r)] = oo ist, so wird die vorige Rech- 
nung unbrauchbar, weil das Zeichen oo niebt ein aiigebbal^ (^uantum^ 
sondern eine im Zustande fortwährender Veränderung, nämlicb des unauf- 
hörlichen Waehsthums b^findKobe Grdfse bezeichnet ^ die tthn' nicht un- 
millelbar in llechnung ziehen kann, wie Jenes k* Für diese Falles diept 
folgende Betrachtung. . / 

Wenn die Differenz f{x -f- 1) — ^ wachsende x beständig 
zummmt, so wird sieb hMlidr «ine 21ahl a der 'Aw^fiodeir ISMen, dafir 

SdüömUck Aualysi» I. 4 
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ilo,+ i)^f{a) gröber ab tfoe gegAiMGiebe • iiL *]Ihi kal'^dum 

offenbar aus 

/(« + 1) — /(fl) > » 
um 80 mehr /(«+«) — /(«+!)>' • 

^ , o. s. f. 

/(ö + w) — /(a + w — 1) > 0». ; 

Dofioh \AdiUliett diator n Gleiebni^gea ergielbt «ich 
Ceiiwr 

>«(a+/{a) 

und • 

/(g + «> ;^ .1. /(g) 

Lassen wir hier m im Ilnettdliflhe wadisen, so wird aas MhaKchm Grii»» 

den wie ürüher 

d. h. wenn man eine Zahl a bat^ für welche /(a + 1) — ^ o isl» 
so ist aui^ liir consUnle a and wachsende n der Quotient 'j' gröfser 

ala dieses o« Da man nun cd so grofs nehmen darf, als man will, sa 
hjSnnen wir anch «i ins VaendMie wachsen lassen» wozu nadi der Yorw 
. anssetanng weiter nichts gehö^, als dab a als ins Unendliche wachsend 

genommen werden soll. Dann lautet der Salz : wenn /{a + 1) — f(a) 
für WfKihsende jede gegebene Gröfse übersteht, so wird der Quotient 

/(g + n) . 

für gleichieitig wachsende a and n groliMr als jede angehbare Zahl. Slatl 

dessen kann mau auch kurz sagen ; für Lim [J\x -\- i) — /\x)] = oo ist 

auch JÄi = oo. 

Bs witom nooh derFadxttMiaekteB» in walchemlij^[/(jr-|-<) 
^ ffpcji ssa — » oo ist« Dieser redniirt «eh leidU>anf den vorbeigehenden. 
Wenn sich nämlich 

der GräMte ^OQ UirnUieh nahen, so hat ollenbar 
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[~/(x+l)] ^ [-/(»)] • '• • •• : J 

-|- oo zur Gräoze. E& folgt daraus , dafs auch 



oo , 



IM — ^^.oö ist. 

Näberte aiob endUch — A') satUk^hier. MgeUHUtk , 

feinzd, etwa wk IKftrem «t» (^^4*1) -HnrgiKarvweklie lQi* wiob- 
sende > zwisehen posttiyeii und negativen Werthen unaiifhörlioh hin und 
wieder schwankt, so wären die bisherigen Scblüsie sämmtlicb unanwend- 
bar , weil man weder ein bestimmtes wi§ im ersten Falle, Ter sich 
bätte» noch sagen könnte, dals von einer gew|ßsett Stelle an /(a-|-i) — /(a) 
grörser als eine gegebene Zahl sei und bleibe, wie im zweiten Theile im- 
sercr Betrachtung. In diesem FaUe ist der angegebene Satz nicht zu 
brauchen. 

Faist man das Bisherige zosanmen, so ist Idberhaopt, blos mit Aus- 
nahme des letzten Falles s 

Im'^ = Lm W(^+i) —/(«)], für waehsende o?. 

womit das anfangs aufgestellte Theorem bewiesen ist. 

Man bann demselben ieioht eine goometviscbe fiedentang abgewin» 
nen« — Sei nämlich in Fig. 19 ÜMNV eme knunme Linie, wefohe ans 

der geometrischen Constraktion der Gleichung y = f(x) entstanden ist, sei 
ferner OA^x, AM=/Ijc), AB=zi, folglich 0J5 = a; + l, BN=s 

f{x -f- i). JNäbert sich nun der Quotient einer bestimmten Grän*e» 

so nüheirt sieh jene kmmme Linie mehr nnd mehr einer gew^n Synch- . 

fix) AM 

. tnng. Denn es ist hier = d. h. ss der Tangente des, Win- 
kels AOM; wenn diese nun einem bestimmten Gränzwerthe za^teoert, 
80 mufe diefs mit dem.Winkel AOM selbst def F^iU «ein$ dieser ISdiaih 
Werth desWinkeb sei ^0Z=:« und L MOZssi^ mÜänAOM=s 

a — 8, dann ist d eine Gröfse, die bis zur Null abninunt, wenn x wächst^ 
folglich ' 

Lim - — = Lm tan (« — (5) = tan «. 

X 
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Zieht man ferner MP\\ AB, so ist NP s=: f{x + i) — f[x) und da MP 
ss:AB=si war, 

/(* + i) — /W = tot iVÄi». 
Zieben wir nooh MQ || OZ, so ist PMQ = L AOi=a und Bs 

NMQ = iT, ^ NMP = « + ö'5 also 

/(^ + 1) — /W = ^fl« (« + 
Je fpröiser aber x ist, desto mehr nähert sich die Bichtong des Bogens MN 
Abt Rieliliiiig OZ, odtr, was das Nlfadiche ist, der Riehtuiig MQ; der 

Winkel NMQ ^ 6' uimml also für wachsende x immer ab , und es ist 
daher auch 

Um [/(jp+i) —•/(«)] = Lin tm (a+d') = imtu 
d« b. mt dem Obigen Terglicfaen 

Zwt =: £Än + 1) — /(jr)]. 

Die hier gegebene Zeichnung und fietrachtniig entspricht dem FaUe, 
in welchem « also auch tan « (das frfihere k) eine endliche bestimmte Gro- 

fse hat, sie kann aber lei<;bt auch auf den Fall angewendet werden, in wel- 

ebem « = 0 oder =s ^> ^ «s=:k = 0 oder == oo ist. 

Nimmt man die kromme Linie so, da(s /(a: -|- 1) — f{x) sieh weder; 
einer endlichen bestimmten Gränze nähert, noch beständig wächst, so siebt 
man, dafs auch geometrisch jenes Theorem dann nicht mehr gilt. 

n. Wenn sich der Quotient 

für wachsende x einer angebbaren Gränze nähert, so ist 
diese immer identisch mit derjenigen, welcher sich dio Wur- 
zelgrofs« 

bei ebenfalls wachsenden x nähert 

Ndimen wir zwürderst an, dals der Giänzwcrlb jenes Quotienten 
eine endliche Gröfse k, also 

/(») 

sei, so wird der Quotient 

/(a + 1) 
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worin a dne befieinge constante Gröfse Iiezeicluiety vaa eine endliche 
Gröfse d von jener Gränze verscbieden sein, so dafs man wf^tn kann 

^='+' 

wobei 9 eine GrSfse isl, welche abnehmen wird, wenn man a wachsen 

läfsl. Setzen wir für a das gröfsere a -f- 1 , so wii'd ö kleiner und geht 
in etwas Anderes ^d über, so dafs jetzt ist: 

Ebenso können wir weiter setzen 

U. 8. f,. 

bis /<^ + ^> ^k + 9 ' 

Multiplirircn wir alle so gefundenen Gleicbnnj 
neb sehr einfech : 

= (A+a^ ... 

Da hier d die gröfstö der Grofsen d, , ... nnd die kldnste 

unter ihnen ist, da ferner ihrer n vorhanden sind, so hat man offenbar 

oder, was das Nämliche ist, nor übersichtlicher gestellt,, 
woraus folgt 

(*+«)"/(«) >/(«+»>> (* + WV(«) 
und durch Erhebung auf den Eicponenten ^ | ^ , 

Läfst man hier n ins Unendliche wachsen, so ist 
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t 

Lim = s= t 

Man erhiU folgUch] 



Diefs gilt, wie grob man auch in der. Gleiekiing 

^e conslante Gröfse a nehmen möge. Lassen wir dieselbe ins Unendliche 
waehsen, so nimmt d ins Ilnendliefae ab und wir haben den Salz: für 

ist 

Um (Ä + d) > £«» [/(« + > Ä 

wo a und n gleichzeitig wachsen. Hierbei rücken aber die Gränzen k und 
Ir4- d immer näher zusammen, weil Ilm (X: -f- ^) = ^ ^ 
also liir 

anoh 

1 

oder oberhaopt 

^w« [/(X)]' = län '^^^^7i^\ «Kr wachsende ar. 
Diese Schliisse würden niebt mehr gelten, wenn der Qnoliettt 

/(X + 1) 

fix) 

für wachsende x ins Unendliche zunähme, weil in diesem Falle A=roo» 
d. h« Jseine bestimmte Grölse ist, die man mit Sieherbeit der Recbnons; 
nnlerwerfen könnle. . Wenn aber 

ist, so wird sich iauner eine Gröfse a angeben lassen, für welche den 

fia 4- i) 

Quotient grölser als eine besünunle Zahl oi, also 
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/(«) ^ 
ist. Ihn hat dm m adrt 

/(«4-8) ^_ 

/(a + 1) 

/(" + «) ^, 

■. «. f. 

/(«+»— 1)*^ " 
nnd wenn man diese Glekhuagen unter einander und noch ail der ersten 
moitiplizirt 

folgfidi 

UDd 

1 u i 

lf(a + > [/(«)]«+" 

miüua, weim man zur Gräoze für wachsende » übergeht. 

Lim lf{a -f - »)]•+» > «». 
Läbt man aber o ins Unendliebe wachsen , so nrnfs vomSge der Vmns- 

setlUDg: 

auch a ins Unendliche wachsen; man hat dann für 

/w 

nm so mehr 



d. b. wieder 9^ 



ffx 4- 1) 

Der Fall, dafs Lim V^/v • = — oo wäre, kann hier nicht vor- 

konmeii, wol bei waehModen » der ZXhler oad NenMr imHer*|^mlit 

Zeichen haben müssen, wenn nicht der folgende Fall eintreten soll. 



i 
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fix 4-1) 1 * 

M^erte sich ■ für wachsende x lar keiner angebbara 

fix) ^ ^ . 

Griinze, was dann z. B. der Fall wäre» wenn bald der Zähler, bald d« 

sin (x I \\ 

Nenner positiv oder negativ würde » wie in dem Quotienten \ ' 

SZHi X 

so gelten alle bisherigen Schlüsse nicht, und der Satz selbst ist dann nicht 
aDgemein gäitig; 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so ist überhaupt, blos mit Aus- 
nahme des letzten Falles, 

womit der angezeigte Satz be\idesen ist. 

Man könnte denselben sehr leicht auch auf folgende Weise darthuo. 
Man setze in dem ersten Theoreme f{x) gleich dem Logarithmus einer an- 
deren Funktion 9(0;), also f{x) = lo^i 9(0:), so ist desto richtiger, je 

gröfser x ist, 

log vix + 1) — % q>{x) = 

d. h.. 



Geht man hier von den Logarithmen auf die Zahlen zurück, so folgt die 
Gleichung 

welche wieder um so genauer gSt, je gröfser x ist. Man hat also 

lim _ jj^^ r 

<p{x) 

und dieb ist das Nämliche wie das obige Theorem, da 9 eine ebenso be- 
liebige Funktion bedeutet wie f. 

Eine geometrische B^euluog liiisl sich dicscin zweileu Salze uiclit 
abgewinnen. Denn es ist 

[/(x)f = KÄ^) 

und da hier x immer wächst, so hätte man Wurzeln immer^ höherer Grade 
zu constroiren. Geometrisch lassen steh aber nur Quadrat- und Gubik- 
wurzeln darstellen, die ersten mit Hülfe von zwei Dimensionen, die zwei- 
ten unter Anwendung dreier Dimensionen $ weiter kommt mau hier nicht, 
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weil der Raum nicht mehr als drei Dimensionen hat. Daher kann man 
auch jene Gleichung nicht geometrisch versinnlichen. £s ist diels wieder 
ein Beispiel davon, dafo die Figuren der Arithmetik, d. h. ihre nach ge- 
-wissen Schema ten gebildeten Grorsenveiknupfungen, die Figuren der 

Geometrie weit hinter sich zurücklassen. « 

§.9. • 
Anweadnogen der beiden Theoreme des voiigeii Para^giiq^ben. 

I. Beispiele fär das erste Theorem. 

1) Sei f{x) = logxy so ist 

£Äi ^ = £Äi [Ägr (jr + i) — Ägr «]. 

X 

Mun ist aber 

log (a: -|- 1) — lag x = log = log ^1 -f- 

und für wachsende x nähert sich log (1 x) der GrSoze /o^ (1 -{~ ^) = ^ 9 

also wird nun auch 

ZA. ^2Lf 0. 

, X 

Man sieht hieraus, dafs die Zahlen bedeutend rascher wachsen, ab ihre 
Logariihmen, gleichviel in welchem Systeme diese genommen werden* 

2) Sei f(x)=a*, so wird 

lAm^^ IM — irf|. 

Man hat aber 

Ist nun a p> 1, so wächst ins Unendliche hinaus und es wird dann auch 

Lim (a — 1) a* = 00 

worauf folgt 

£1« — = oo, 

X 

Diese Gleichung sagt, dafs die snecessiven Potenzen emer die Einheit 
übersteigenden Gröfse rascher zunehmen, als die natüitichen Zahlen. 

II. Beispiele für das zweite Theorem. 
1) Für f{x) = x hli 

Lim f^t±^ = Lim^ = Lün (i + ^) = I 

fo|c^ auch 
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Dar ffiyn iQMer Gkidniiig isl leklil sa finileB, wewi»iiiaft wa^mum S, 

1 

4, . , . für setzl und bemerkt, dab o^s V^i Isl« Mao kaui dann 
nüiiilich den Satz aussprechen: die Zahlen 

VI, VI, VI, Vi.Ve,,... 

nahem sich mehr und mehr der Einheit, je weiter man in dieser Reihe 
selbst forlgeht. 

Ä) Für /•(«) = i wird 



Ä* + i) _ *+ * _ _5_ _ 



mithin auch 



Diese Gleichung ist das Umgekehrte der vorigen; sie sagt, dab auch die 

Gröfsen 



vi. vi. vi. vi- • • • 



sich fortwährend 'der £inheit nähern, je mehr man sich vom Anfange ent- 
fernt; ein Sat2, den man leicht ans dem vongen 

3) Für f{x) = lo^ X wird 

f(x + i) ^ log {X + 1) ^ + 
/[*) hg* hg» 

log 9 i- I g ^ 

mithin ist auch ^ 

1 

Ml (Alf dr)« SS 1. 



1 
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4) Man würde ebenso ideht aneb finden ' , ^ 

i/ogx) 

5) 8üf(x) = 1 • 9 • S • • «5 d. b. gleieb einer F^inktion, die nur 
fiir ganze poaitive x Sinn bat. Es ist dann 

1) 1 . 2 . 5 . ... (ir + l) _ , 
/(x) 1.2.3 X 

folgUcb 

mitbin ist aneh 

Ltm (1 . 2 * 3 > • • • = oo« 
Es UgL darans» da(s die Zablen 



Vi . 2, V^l . 2 . 3, . 2 . 3 . 4, • . . 
ins Unendüdie msbsen, d. b. dab sieb, wenn num nor ifeii genng gebt, 
inuner eine Zabl n der Art finden läCrt» dafii die Wurzel 

n 

jede gegebene nocb so grofse Zabl ifliersleigt. 

6) Für f{x) = ^ wird 



/(jr-fr i) _ i.2.3....(x4.i) _ 1.2.3 x _ 1 

/(Jf) i '"i,2,S...-(JP + l) «+* 

nnd 

mitbin aneb 

"■( ..,.;.....) '°' 

was sich auf ähnliche Weise deuten läfst» wie das Resultat der vorigen 
NoDuner. 

An die Beispiele znm zwdten llieorem knüpft sieb nodi eine aOge- 
meine Bemeri^nng. Benutzt man nämlicb unmittelbar die Gidebungen 

Umxssoa nndjUn-sOt soeibiatinanansdemerstiiiBflispidedie 
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Glekhmig oo^ = und aus dem fünfteD, wo offenbar Lim (1.2.3. * • . or) 

soo ist, oo^ s= oo* Bemerkt man hieran noeh, daDs ßbr jedes noch so 

1 1 
fgtobe X, (fl^)* = a, folglich auch lÄm {a*)* = a, mithin för a ^ i» 

oo^ s=.a ist, so sieht man jetzt, dafs oo^ ein ganz unbestimmter Aus- 
druck ist, w eil er sowohl 1 , als jede Zahl a ^ 1 , wie auch oo bedeuten 

iann. — Setzt man ebenso im zweiten und sechsten Beispide idm - ass O, 

£^ — — s= 0, so effaalt man der Reihe nach 0^ s i und 

1 

0^ = 0. Nimmt man hierzu noch die Gleichung Lim (a*)' = a, welche 
für a -«C 1 in 0^ = a übergeht, so bemerkt man , dafs auch 0^ ein unbe- 
stimmter Ausdruck ist, weil er sowohl 1 , wie 0, als jede dazwischen lie- 
gende GröTse bedeuten kann. . Die Ausdräd^e oo^ und gehören abo in 
oo 0 

die Klasse Ton — und - und dürfen ebenso wenig geradezu in eine Rech- 

nung eingeführt werden, als jene. 

7) Eine Anwendung von anderweiter Branchbaikeit ist die folgende. 



Es «d Y(«)s=a-|- , so ist 



1 1 

Setzt man hier y . =9, - = d', wo nun d und d' zwei bis zur 



Gränze Null abnehmende Gröi'sea bedeuten, so stellt sich das gefimdeue 
Resultat in die Form 

Lim {a,-\-6^ = 1. 

8) Mittelst dieses Satzes kann man leicht das allgemeine Theorem 

r — i|,fx)n r 'xumUx) 
Lm LvW J = U«» 9<*)J 

beweisen , worin tp uni t/; zwei beliebige Funktionen bedeuten und der 
Gränzenühergang sowohl für wachsende als für abnehmende x bewerkstel- 
ligt werden kann. 

Sei nSnüich Idm (p{x) = Lim ip(x) =b, so folgt umgdLehrt 

(p(^x) = a -j- ^ > 'H^i^) = 6 ^ , wo d und ö' Gröfsen bezeichnen, die bis 
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ZBT Null abnehmen, wenn man iu tp(x) und ^x) zu den Gränsen über- 
^ Es ist mm 

9(jr) = X« -|- d) ^ = (« + ^) (« + 6) 

folgfieb 

woraus uaA dem Obigen folgt 

Setzt man hier für a und b ihre Werthe Lun 9(0:) und Lim Tvieder 
äiy so erhält man das za beweisende Theofcn. Als Beisjuel fiir die Ab- 
radnng desselben diene die Frage: wek|ier Grinae nähert sieh bei an* 

liegränzt wacbseuden x der Ausdruck: 

[2£* 



Sdireibt man denselben in folgender Form 
» ist die gesuchte €h^ze 



Capitel IL 

Bestimmung der Natur verschiedener Funktionen 
aus gegebenea Eigenschaften derselbeiL 

■ 

§. iO. 

Foim der bierher geböiendea Angaben äberhm^ . 

Wir haben bisher immer die Nalar einer Fuiktion als bekaml ange> 

Dommen, d. h. wir haben vorausgesetzt, dafs in dem Symbole f(x) die 
aoaly tischen Operationen , welche auf x angewendet werden sollen , gege- 
TOili^gen^ md haben anter dieser Voranssetzong bereits mancherlei 
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Eigenschaften der Funktionen kennen gelernt. Es liefse sich nun aber 
auch diese Betrachtungsweise umkehren und die Frage auiwerCen, ob es 
möglich sei , ans gegebenen Eigenschaften einer ihrer Natur nach mibe- 
kannleii Funktion die Nalur derselben rückwärts zn bestinunen» mid wenn, 
dnreb wekdies Verfiihren diefs geschehen solle. Aufgaben dieser Art bar 
ben einige Ähnlichkeit mit denen der Algebra. In dieser bestimnrt man die 
Werlhe unbekannter Gröfsen aus gegebeneu Eigenschaften deibeiben ; bei 
den genannten analytischen Aufgaben dagegen sind nidit Gröfsen das Un- 
bekannte, sondern Rechnnngsoperationen; man will wissen, ans 
welchen Rechnnngsoperationen eine Fnnktton entstehen müsse) damit sie 
diese oder jene Eigenschaft erlange. Aufj^aben dieser Art zu stellen, 
ist sehr leicht; man braucht nur icgend eine Eigenschaft einer schon be- 
kannten Funktion hinzuschreiben, darauf die Bekanntschaft mit der Nator 
jener Funktion anfengeben und umgekehrt xn fragen : weldie Funktion ist 
es, der die genannte Eigenschaft zukommt? Wenn z. B. x und y ganz 
beliebige, von einander unabhängige veränderliche Gröfsen bedeuten, so 
bat der Cosinus die Eigenschaft, dals 

«"'(* + y) + «w(jp — y) es: %€9i*09$g 
ist. Die Form der Funktion ist hier die des Cosinus, d. h. für eine be- 
liebige Gröfse erfüllt die Funktion f(z) = cos z die obige Gleichung. Kehrt 
man nun die Aufgabe um , so entsteht die Frage : welche Funktion von z» 
f{z) hat die Eigenschaft, dafs für jedes x und y 

ist? Hier sind x und ^ keine nnbekannten , sondern beliebige Gröfsen, 
gesucht wird dagegen die Regel, nach welcher f{z) zu bilden wäre, wenn 
z gegeben ist. Diese Hegel würde sich hier in den Worten aussprechen: 
„um ans z diejenige Funktion zu erhalten, weiche der obigen i&ieichung 
genügt, betrachte man z als Bogen in einem Kreise, dessen Halbmesser 
die Einheit ist, und nehme den Cosinus dieses Bogens. 

,, Angaben dieser Art können sogar zwei oder mehrere verschiedene 
Auflösungen haben, d. h. es kann zwei oder mehr verschiedene Funktio- 
nen geben, welebe eine genannte Eigenschaft gemänschaftiich besitzen. 
So hat Z..B. die eben erwühnte Gleiehung 

+ + /•(^ — y) = 2/W/(y) 
anfeer der Auflösung f(z) = cos z noch eine zweite, nämlich f(%) aas 

^ (a* 4" worin a eine beliebige constante GröCse bedeutet. 
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Es ist nämlich in diesem Falle 

und zugleich ist 

^'^AM = 2 • ^ («' + «-') ■ l («* + 

Tfobei die auf der rechten Seite stehenden Produkte den vorher gefundenen 
gleich sind , so dafs also auch für f{z) == ^ («' -f- 

Ä^ + y) +fi^-y) = 2/w/(y) 

ist. Diese Gleichung charakterisirt also keine einzelne bestimmte 
Funktion, und es würde daher zur Bestimmung einer Funktion nicht hin- 
reichen, wenn man sagte, sie habe die genannte Eigenschaft. 

Aufgaben , in welchen die Natur einer Funktion aus einer ihrer Ei- 
genschaften bestimmt werden soll, haben auch ihre geometrische Bedeu- 
tung. Fragt man z, B. , welche Funktion f{z) genügt der Bedingung 

/W + M = /(^ + ff) 

so läfst sich diefs geometrisch auf folgende Weise interpretiren. Sei in/ 
Fig. 20 die krumme Linie MNP das Bild der gesuchten Funktion, d. h. 
diejenige Curve, in welcher die Normalen durch die Funktion f{z) aus den 
zugehörigen auf OZ liegenden Strecken z gefunden werden, sei femer 
OA=zx, OB = y, AM=f{x), BN=f{y), so ist, wenn 0C = 
OA-]- OB = X -{~y genommen wird, CP=f{x-\-y), Es soll aber 
f{x-{-y) = fix)+f{y), d.h. CP = AM + BN seia, es fragt sich 
also : von welcher Funktion , oder von welchen Funktionen mufs MNP 
das Bild sein, d. h. welcher Zusammenhang mufs zwischen OA und AM, 
ebenso zwischen OB und BN statt finden, wenn für jedes 00= OA 
OB die zugehörige Normale CP gleich der Summe der zu OA und OB 
gehörenden Normalen AM und J^iV sein soll? 

Mit Aufgaben dieser Art wollen wir uns nun in den nächsten Para- 
graphen beschäftigen, werden aber aus der ungeheuren Menge von Aufga- 
ben, die sich hier darbieten, nur die vier einfachsten und wichtigsten aus- 
heben, die sich in den folgenden vier Gleichungen 
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fix) . /(!/) = fix -I- y) 

/W +/('/) =/(^s) 

fix) . fi,j) = fix,/) 
darstellen, in welchen die Opcralioneu dos Addirens und Multiplizirens 
bald auf die Funktionen , bald auf die in ihnen enthaltenen Veränderlichen 
angewendet sind. % * 

§. H. 

Auflösung der Gleichung 

f(^) + f{y) = + y)' 

Wir wollen bei der Auflösung dieses Problems von den einfacheren 
zu den zusammengesetzteren Fällen fortschreiten und erst versuchen , ob 
sich die Natur der Funktion f{x) nicht für ganze positive Werthe der 
Veränderlichen bestimmen läfsl. Setzen wir zuvörderst x = y = i , so 
findet sich 2/'(l) = /^(2); hierdurch haben wir die Kennlnifs von f{2) er- 
langt, vorausgesetzt, dafs f{l) bekannt ist. Dafs wir aber auf der rech- 
ten Seite /'(2) bekamen, lag daran, dafs dort zwei Veränderliche x und 
«^vorbanden waren, die wir beide = 1 setzen konnten. Wäre es nun 
möglich, aus der Gleichung 

=/W+/(y) 

andere abzuleiten, in denen stünde 

+ y + = • . . 

/(^ + y + - + «) = •• • 
+ y + - + 0 == • • • 

u. s. f. 

d. b. wäre man im Stande, die Anzahl der Veränderlichen zu vergröfsern, 

■ 

so würde man dadurch, dafs man 

setzte, auch die Werthe von /"(S), /*(4), /*(5) u. s. f. bestimmen^ also 
ausmitteln können, von welcher Form die Funktion f{x) für den Fall ei- 
nes ganzen positiven x wäre. — Dieser Gedanke ist nicht schwer aus- 
zuführen ; setzt man nämlich in der ursprünglichen Gleichung x = 
y=:^-|-z, wo«, /3, 2 wieder beliebige Gröfsen sind, so ergiebt sich 

/(«+(?+-)= /(«) + Äß + (1) 

Die ursprüngliche Gleichung läfst sich aber unter einem doppelten Ge- 
sichtspunkte betrachten; einmal lehrt sie, die Summe zweier gleicbge- 
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bildeten Funktionen /(o:) und finden; andererseits aber zeigt sie auch, 
wie man die Funktion f{x 4- 2f) in die Summe von f{x) und f{y) zerie* 
gen kSime. Wenden w diefs «nf das oben TOfkonmiende f{fi -|- s) an, 
worin |t nnd z gerade so beliebige GrSfsen sind, wie firoher «'nnd so 

ist auch f{p -|- z) = /*(jS) -f- f[^)^ folglich wird jetzt aus (1) 

/(« + ^ + ^) =/(«) 

Für z ^ /4~ ^ eigiebt sich hieraus 

/(« + /3 + y + = /W + Aß) + /(y + «) 

oder, wenn man ^^^^ ursprünglichen Gleichung wieder in 

/*(y) + A«) zerlegt , 

/(« + <^ + y + «) =/t«) +/(» + /(y) +/M- 

Nähme man femer u = d würde man unter Anwendung der näm- 

lichen Zerlegung erhalten : 

y(«+|!»+r+«+«') =/(«) +/(r) +/(« +/(«'^ 

Man sieht auf der Stelle , dafs diese Betrachtung sich beliebig weit fort- 
führen läfst und dafs man auf diese Weise eine beliebige Menge willkühr- 
licher Gröfsen a, jS, y, ... fi einfuhren konnte. Überhaupt ist nämlich 
für eine solche Ftotie Gröfsen: 

/(«+ 13 + y + • • • + =/(«) +/(« +/(y) + • • • +/(f*). (2) 

Da hier «r, ... fi beliebige Grölisen bedeuten, so können wir aneh 

dieselben einander '^eich und zwar der ersten gleich nehmen, d. i» 

|3 = y = d= ...=rfft nnd alle = « 
setzen. Beiragt nuu m die Anzahl der überhaupt vorhandenen Grölseu, 
so geht die Gleichung (2) in die folgende über 

f(mu) = mf{u) (5) 
welche für jedes beliebige aber nur Vax beliebige ganze positive tu gih. 
Es lassen sich aus derselben mehrere sehr wichtige Folgerangen ziehen, 
je nachdem man dem willkührlichen a verschiedene Wertbe giebt. 
1) Nimmt man zuerst « = l , so wird 

S(m)^mm (4) ^ 

oder, wenn wir /*(!), welches einen gewissen constanten Werth haben 
wird, den wir nicht weiter untersuchen, kurz mit a bezeichnen, 

f{m) = am (6) 
d* h. wenn die Veränderliche x eine ganze positive Zahl ist, so ist/(^) 
s 0X9 also in diesem Falle die Natnr der Fonklion bestimmt. 

S) In der Gleichung (3) nehnum wv jetzt « gleich einem poaitiw 

SddteUch Ajialyiis 1. 5 
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Bruche, gleichviel ob ächt oder miächt, also etwa Hierbei kdn- 

nea wir immer voraussetzea , dafs p und g ganze positive Zahlen sind, 
ton weno attoh Zähler und Nenner jenes Bruches selbst wieder Bräche 
sein sdlten« so kann man ihn doch dadurch, dafii man ZShler und Nenner 

mit einer schicklich gewählten Zahl multiplizirt, auf jene Form bringen. 
Wir haben jetzt 

Da aber m eine beliebige positive Zahl ist ; so können wir auch m^q 
werden lassen, wodurch sich ei^ebt: 

/« « f/(f) 

also weun mau f(j^ ^ unbekannte Gröfse ansieht. 

Hier läfst sich aber, weil ji eine positive ganze Zahl ist , f{p) nach der 
vorhin gefundenen Regel bestimmen, nach welcher für jedes positive ganze 
fix) ssaXs mithin auch f(p) =s ap isL Wir erhalten jetzt 

d. h. wenn die Veränderliche x ein positiver Bruch ist, so ist f(x) = ax. 

Da nun jede positive rationale Gröfse entweder eine ganze Zahl, 
oder ein Bruch ist,, so können wir, das Bisherige zusammenfassend, sa- 
gen : für jedes positive rationale x ist f {x) = oo:. 

Man sieht aber leicht, dafs diese Form auch fnr irrationale x rieh- 
lig bleiben mufs. Deuu da man sich irrationalen Zahlen durch rationale 
Brüche (Dezimalbrüche) ohne Ende nähern kann, und jene Form für alle 
jene Bruche besteht und nie zu bestehen auibört, so muls sie für Irratio- 
nalzahlen selbst gültig bleiben. Man kann also sagen: für jede positive 
Zahl X ist f{x) = aar. 

Es würde sich nun noch darum handeln, die Form der Funktion f{x) 
für n^ative x zu bestimmen. Diese Aufgabe läfst sich leicht auf eine an- 
dera leduziren. Setzt man nämlich in der ursprünglichan Gleichung 

das gm beliebige y ss -~ ar, so wird 
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d. h. 

/(— 4r)=s/(0)— /(ip). (7) 
Man würde also ar) bestimmen kSnnen, wenn man den Werth von 
/(o) auszmnitteltt wiirste. Dieft kann aber Tem^ttelst der Gleiebnng (6) 

leicbl geschehen, weon man jß constant, etwa = 1 nimmt, q ins Unend- 
liche wachsen läist und zur Gränze für wachsende q ühergehi. £a ist dann 
i 

Lim - = 0 und man erhält 
9 

/(O) SS Ä . 0 s= 0 (8) 

und jetzt aus (7) 

/(— X) ss= — aar = «(— jT). (9) 
FaCBl man alles Bishencpe zusammen, so ergiebi sich das Theorem: 
Diejenige Funktion von x, welche die Gleichung 

, /(*) + 

erfüllt, ist | (10) 

wobei ^ jede mögliebe Zahl bedenten kann, und die 
Bedeutung der Gonstanten a durch die Gleiehnng 

«=/(!) • (Ii) 

aasgesprochen ist. 

Es zeigt sich hier, dals es nur eine Funktion giebt, welche der 
gen Gleichung Genüge leistet, oder mit anderen Worten, da£i jene Glei- 
chung eine bestimmte Funktion cbarakterisirt. Sollle n'imlioh eine zweite 

Aiiilösung hiöglieh sein, so müfstc sie sich aus dem Gange der Uutersu- 
chui^ seihst ergeben haben, was z. B. dann hätte geschehen können, wenn 
nmn ans dem Werthe von f(u) den Werth von f(mtt) auf versohiedene 
Weisen abgeleitet hXtte. Da diefs aber nur auf einerlei Weise gehl, ao 
kamen wir fSr den Fall eines positiven ganzen x auch nur zu einer Auf- 
lösung und ebenso in den übrigen Fällen. 

So wie wir nun in §. 10 der hier behandelten AuF^abe ihre geome* 
Irische Bedentnng unterlegten, so ^nnen wir nun auch die Auflösung der- 
eelben geometriseh interpretiren. Das Kid der Funktion ax ist nümlieh, 
wie schon in §. 4 gezeigt wurde, eine gerade Linie; wollen wir noch 
wissen^ was hier a sei, so brauchen wir nur die Gleichung (11) zu fra- 
gen, welche uns sagt, dafs a diejenige Normale sei, welche dem Werlhe 
xsssi entspricht, d. h. die Tangente des Winkels, welchen die Gerade mit 
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der Basis OX der Zeichnung bildet. Nun ist in Fig. 21 für L POX= a, 
OAssiX, OB = y, OC=x + y, 

^Msi^x ianap BNssjftma 

Durch die Formel f{x) = x tan a wird also hier die Gleichung f{x) -|- /'(^) 
=^f{x-{-y) befriedigt, weil 

ist. Der Werth von tan «, d. h. a, bleibt hier im Allgemeineil noch 
nnbeslimmt, kann aber völh'g bestimmt werden, wenn man noch Irgend 
eine andere Bedingung hinzufügt, welcher die Funktion zugleich genü- 
gen soU. 

0 

Auflösung der GlddiRiig 

fix) . f{y) = fix 4- y). 

Wir können hier einen ganz ähnlichen Gedankengang verfolgen, wie 
im vorigen Paragcaphen. Wir suchen nämlich zuerst die Form der Funk- 
tion für ganze positive Wecthe der VeiiUideriichen zn bestimmen und fuh- 
ren defshalb' in die Gleichung 

fix + I/) = fix) . /(y) ■(!) 
eine grefsere Menge von veränderlichen Gröfsen ein. Setzen wir nämlich 
x^u, yssf^-^-z, so wird 

+ -|-;r)=/(«) + 4 
Die OidchuBg (1) lehrt aber nicht nur das Fhidokt zweier g!eicbgeb3de* 
teil Funktionen in eine Funktion zusammeuziehen, sondern sie zeigt 
anchy wie man eine Funktion von der Summe zweier Veränderlichen zer- 
legen könne. Wenden wir das Letztere hier an, so ei^bt sich 

Für zz=Ly-{-u erhält man ineraus unter Anwendung der nämlichen Zer- 
legung: 

/(« + 15 + y + «)=/(«). /(ft . m ' /(«). 
Setzt man dieses Yerfahisen gleichmäfsig fort, so findet man fSr eine be- 
Kebige Anzahl veränderlicher GrSfsen ^, • • • f» die'Qeiehung 

+ y + . ..+#)=/(«). /(jS) ./(y) /(f*)- <3) 

Setzt man hier 
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man an» dafii dieser Gröben der Zahl nach m vofffaanden sind, 
w erhik man auf der rechten Seile von (i) ein IVodokl von »li^dieir 

Faktoren, also üLerhaupt: 

/(««) = [/(«)]* (5) 
Für ff s 1 ergiebl sich hieraus zuvörderst 

/(*!)= [/(!)]• 

i. b. wenn der Kürze wegea /*(!) mit a bezeichnet wird, so ist für ganze 
positive x: 

fix) = fl* (4) 
Seist man- dagegen in der Gleichung (S) a s= einesi positiven Bruche 

dessen Zähler und Nenner ganze Zahlen sind, so wird 

Da hier aber q drei beliebige positive ganze Zahlen sind, so hin- 

km mchts, » = 9 an nehmen, wodurch man erhält 

und wenn mau hieraus durch Ausziehung der qiea Wurzel das unbekaunle 
socbt; 



Nun ist aber f(p) bekannt, weil man für alle positiven ganzen Werthe der 
Veränderlichen die Form der Funktion schon kennen gelernt hat. Gemäls 
der Gleichung (4) ist näoilich /'(p) = a^, mithin 

/g) = V^i^ = «1 (5) 

Wir haben also gleichförmig iiir alle positiven rationalen x 

/(x) = fl*. (6) 
Diefii mnfs auch noch für positive irrationale x gellen, weil man sidi ih- 
nen durch rationaie Brüche unbegränzt nähern kann uod die Gleichung (5) 

nie zu gelten aufhört, wie grofs auch p und q sein mögen. Nimmt man 
in (6>|i constant, etwa = 1 , und läfst g ins Unendliche wachsen, so ist 



Lim :=i Limefi 



oder 

/m s «• = 1- (7) 
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MUldst dieser CUeichuog lassen sich die Werthe yod x) bestunmen. 
Fir ffsss^x eriiiUt nun nSmlieh nns der anpringMelM GkMmmg 

/(')./(—*) =/(0) = i 

also , 
d. b. 

/(- «) = p = (8) 

Fassen wir nun alles Bisherige zusammen, so können wir sagen: 
Diejenige Fanktioa von x, welche der Gleichang 

Gen üge leistet, ist > (9) 

/(Jf) = 0« ) 

wobei X jede mögliche Zahl bezeichnen kann und die 
Bedeutung der Consta^nten a durch die Formel 

«=/(!) (10) 

gegeben wird. 

Man könnte auch eine allgemeine Theorie der Potenzen auf die hier 
durchgeführte Untersuchung bauen. Man würde dann so anfangen müs- 
sen: Setzt man die Gröfse a als Faktor »mal, so wird diefs mit a*" be- 
»cfanet. Demnach ist, wie firiiher, für ganse positive xzsm, /^(fii)=s a*^ 

fUr gebrochene ^ = ^ Cg} ^ ^ ganze negative x s — 
/H») = ^ mid für negative gebrochene dr » — fj^^ = 



Um nun diese vier verschiedenen Formen derjenigen Funktion , welche die 
Gleichung f{x) /'(y) = f(x-{-tf) erfüllt, unter eine einzige zu bringen, wol- 

len wir V^a** mit o«, -» mit a~"* und - — mit a ^ bezeichnen. 



und allgemein den Ausdmek o* fnr jedes x eine Potenz nennen. 

Dciinilion der Potenz lautet dann so: „Potenz nennt man diejenige Funk- 
tion, welche die Gleichung f{x) f{y) = f{x -^-y) befriedigt; für positive 
ganze x läfst sich dieselbe als ein Produkt gleicher Faktoren ansehen, für 
andere x aber treten die Interpretatipnen 

«ff sx VV, » ^ 
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! di/^ Bei einer solchen BehandlungsweiM der Potenzenlehre , welche 
Mü Li. Grelle in eemer Theorie 4iBt Pokmun «nd f akiltälen pm^ vor- 
irefflidi ansgefuhrt bat, lassen sieh aEe die SdunenigkeileB mmideii, de- 

aeo man sonst begegnen mufs. 

§. 13. 
AnflÖMmg der Gleidumg - 

Um zuvörderst die Anzahl der Veränderliohen zu vermehren , sette 
■an in der Gleichnng 

• ßar X und ßz tSir y, so ergiebt sicli 

fiaßz) = f(a) + f(ßz) 
oder, wemi man f(ßz) nach der Gleichung f{xy) zerlcft, 

I SelKt maD wieder yte fSr so erliKlt man durch abermalige Zerlegung 
I rechts 

fiaßyu) = /(«) + fiß) + /(y) + /(«). 

Überhaupt gilt für die Veränderlichen ot^ ßj y, ... f» die Gleichung 

/(«j3y...|u)=/(a)+ytft4./(y) + ...+/(|x). (2) . 

Kiount man die Gröfsen a, ß, y, ... ^ einander gleich und gleich der 
ersten und bestinuni man, dafs die Anzahl der vorhandenen Gröben m 
sei, so wird 

/(O = mf{a), ' (3) 

imd diefs gilt für jedes beliebige a, aber nur für ganze positive m» 3Iau 
I kann aber hieraus eine andere Gleichung ableiten, in welcher auch der £x- 

- 

j penent beliebig ist. Für uz=ia^ , worin a eine beliebige constante Gro- 
be, p mid q willkührüche ganze Zahlen bedeuten, erhält man nämlich 

Da aber m, p und q beliebige ganze Zahlen sind, so darf man auch ms= 9 
nehmen, wodurch sich die obi^c Gleichung in 

oder 
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WwandeU, worin der Werth von f{a^) sich fias (2) bestimmen läfst, 
wentt naa wk fwt, die hetiebige GröDse « dort imser a und fiir jene ganxe 
Zahl m nnser p mAaldUmi denkt. Es wird jetzt 

/(J) s= J/(fl). (4) 

Da nun - jede ganze, acht oder unächt gebrochene rationale positive 

GrS&e bezeiebnen kann nnd die vorstehende Gleidiang .offenbar aneh für 

positive irrationale Zahlen gelten mnfs, weil man sich diesen durch ratio- 
nale Brüche ohne Ende nähern kann, so darf man jetzt sagen: für jede 
beliebige positive GrÖfse |» ist 

f{a^) = fif(a). ' (5) 

Nimmt man in der Gleichung (4) die Zahl p conslant, ^etwa = 1 , vergrö- 
fsert dagegen g ins Unendliche nnd gebt asnr Glänze für nnendlieb wach- 

sende g über, so wird Zitn af = s l, foJgUcb 

/(l) = 0. (6) 

Um noch zu erfahren, was f^tT^ sei, nehme man in der nrspinnglichen 
Gldehnng 

SS nnd y d^; es ergiebt sich dann unter Benutzung des mit (6) 
bezeichneten Resultates: 

folglich 

Vergleicht man dieis mit (5), so heilst es jetzt: für jedes beliebige fi nnd 
mn wülkührliches , aber constantes a ist 

Aa^ = lLf(fl). (8) 

Um hieraus f{x) abzuleiten, braucht man blos a^ = o; zu setzen, wor- 
aus folgt 

^ ^ If^ Xp bas a. 
Anfserdem wird f{a) irgend einen constanten Werth haben, den wir mit ilr 
bezeichnen wollen; hiemach wird nun 

fix) = k log X, (9) 

Diels gilt nur so lange, als x eine positive Grölse bedeutet $ denn man 
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mag eine positive Grundzahl a auf positive oder negative Potenzen erbe- 
bea, 80 wird doch die Polenz selbst immer positiv; es ist also für positivo 

a imd beliebige ft die Potenz a*^, d. i. immer positiv. 

Wollte man aber a selbst negativ nehmen , so bekäme man bei steti- 
g«r Änderung des fi gar keine stetige Folge von Werthen für setzte 
man z. B. ( — a) für a und üefse |t von S bis 1 gdien, so eriiielte mao 
der Reihe nach: 

( — fl^+i =: ( — a) ( — a)^ SS2 ( — fl) V — a, i^nmöglicb 
* (— afH Ä (— . d) (— a)* = (— fl) , möglieh 

«BS (— «) s unmöglich 

also gar keine stetige Aufeinanderfolge in den Werthen von 

— Wel- 
che für negative x die Form der Funktion f{x) in (9) sein möge, läfst sich 
mithin ans den bisherigen Betrachtungen nicht entscheiden $ spätere Unter- 
aoehnngen werden nns hierüber An&ehkrs versehaffenr. 

Diejenige Funktion also, welche die Gleichuug 

/W+/(y)=/(^)) 

befriedigt, ist [ ^^^^ 

= ) 

in welcher k eine beliebige Gonstante, x eine wesent- 
lich positive Veränderliche bezeichnet. 

Aallfitmig d«r QllMmg 

f{x) . f(j/) = f[xy). 

Zur Vermehrung der Anzahl der Yeränderlicheii setzen wir a f ür ;r 
nnd ßz für y, so dafs 

f(aPz)^/(^.f(PM) (1) 
wird nnd zerlegen hier f(ßz) in f{ß) f(z), wodurch die Gleichung 

/(aßz) = fia) . fiß) . f(z) 

hervorgeht. Nimmt man hier z = pi und zerlegt f{z), d« h. f{yu) wie- 
der in f(y) f{u), so findet man weiter 



Digitized by 



74 Ci^. IL i0iliMHiig te Naiv vmtkkimmr FttuktioMi 

uiid überhaupt iiir eine beliebige Partie veränderlicher GröÜBen tt» ^9 

/(«ftf.,. rt ==/(«) -/(»-/fy) JW' («) 

Daraus eipebt sich iiir|9 = y = ^s...=s|iss:a, Toransgesetil» daCi 

die Anzahl der Yeiuuderlichen m beträgt, 

/(«") = [/(«)]"• (3) 
Diese Gieichnng, welche für beliebige aber nur für ganze positive m 

gib» UUst sieh noeh etwas ireraUgemeinerD» weaii man setzt 

p 

wo a eine wil&uhrliche constante Grofse, p und q beliebige ganze Zahlen 
bedeuten. Es wird nämlich: 

X«"') = [/(-?)]" 

welche Gleichung sich dadurch , dafs mau von den drei beliebigen ganzen 
Zahlen m, p, erste der letzten gleich mmmt, in die ein&ehere ver- 
wandelt: 

woraus folgt 

d. h. wenn man die Gleichung (3) in Anwendung biingt, 

/(i) = [/(a)]f. • (4) 

^ j^d^ rationale positive GrÖlse bedeuten kann, so heilst diels mit an- 
deren Worten: für jedes positive rationale ft ist 

und diers mnfs auch noch für positive Irratiottale /n gelten , weil man «ich 

diesen durch rationale Brüche unbegraiizt nähern kann. 

Lälst man in der .Gleichung (4) für p = i den Nenner q ins ünend- 

licbe zunehmen und geht zur Gränze über, so findet sich, weil Um ^ 
ssO ist, 

Nimmt man femer in der ursprünglichen Gleichuof 
« SS o*^ mid y = 0^, so wird 
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[/Wf 

tack Vei;gieielHiiig bü dea ResulUte in (5) eigiebt sieh ntm der Salz: 
Srjedes beliebige (t ist- 

h iueraus /(o;) zu besiimmeu , braucht man bios a*^ = x 2U setzea, 
fonos * 

üf. Es ist also: 

/(X) = [f(a)yoe^. 
KtD hat aber überhaupt für jedes 6 und x ^ ' 

fix) = x^HAß) 
wenn man die Constante log f{a) mit k bezeichnet, 

/(x) = x*, (9) 

wieder blos podthre Wertlw iiaben kaui, weil es, wie im veri- 

^en Paragraphen , = war. 

Diej enige Funktion also, welche die Gieichang 

fcefricdigt, ist | (10) 

^ • f{x) = X* ; 

wobei k eine willkührliche Constante» x eine wesentlich 
positive Veränderliche bezeichnet; 



IlWfimnliieiTmihiitetao: Für « ak Bans ist » — fl/^*, «bo w-^ 
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Capitel m. 

Bestimmung dA* Natur der Funktionen au$ gege- 
benen speziellen Werthen derselben. 

Hiedier gehAwade kaSgßhm fibohaapt. 

Für jeden speziellen Werth der ia einer Funktion enthaltenen Verän- 
derlichen giebt die Funktion selbst gewisse Werthe, welche durch gewisse 
Aecbmuigsoperationen ', die eben die Natur derFuBklion annnadieDy an» 
jenen Werlhen der Veriinderlichen hergeleitet werden könnm. Dieb netsl 
voraus, dafs diese Rechoungsoperationen selbst bekannt sind ; ist diefs aber 
nicht der Fall, so entsteht umgekehrt die Frage, welcher Natur eine ge- 
wisse Funktion gewesen sein mufsy welche ßk die und die speziellen Wer- 
the der VAränderiichen diese nnd diese speziellen Werthe angenommea 
bat. Bestimniter ausgesproehen lautet diese Frage auch so: Wenn x 
eine unabhängige und y eine von dieser abhängige veränderliche Gröfse 
bezeichnet, welcher Art mufs dann diese Abhängigkeit sein, wenn für ge- 
gebene spezielle Zahlenwerthe. von die wir x^, * x^ nenneii 
wollen, ebensoviel entsprechende gegebene Zablenwerthe von y, genannt 
¥i9 1/29 • • • Vtif herauskommen sollen? 

Es ist nicht schwer, vorerst die geometrische Bedeutung einer sol- 
chen Frage einzusehen. Wären z. B. drei zusammengehörende spezielle 
Werthe von x und jf, nanilieh-a?i^ ffi, x^, y^» ^99 g^l^en^ so 
sdmeide man in Fig. 32 von eini^m Punkte O aus anf einer nnbegiflnzten 
(Geraden OX die Strecken OA = ar^ , OB ^x^^OC=:x^ ab und er- 
richte in den Punkten B, C die Normalen A]^i=y^, BN=y^, 
CP = y^, Hierdurch sind die Lagen von drei Punkten M, P be- 
stimmt. Man sucht aber den Znsammenhang zwischen x und y, d. h. 
man will wissen, welcher Natur die Funktion f{x) sein soll, wenn ans' ! 
der Gleichung y = f{x) die speziellen Werthe f{x^)=.y^, fi^^) =^2^ 
f{Xj^) = folgen sollen. Denken wir uns nun das Bild der gesuchten 
Funktion gezeichnet, so mufs die ihr entsprechende krumme Linie durch 
die Punkte M, N, P geben, wdl fSrxsszXx» x^, x^, d« h. für «a= 
OAy OB, OC, heiaiiAomnien soll yz=zy^, y^, y^, d. h. ysaAM, 
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ßiV, CP« IKe Aa%al)e ist also die, durch drei oder mehrere gegebene 
Funkte eioe kroaufe Liiüe zu ziehen und für jedes beliebige ÜSsssxMxt^ 
agAetty ine daraiu das zogebörige STssy gefäiideii wird« 

Man sieht auf der Stelle ein, dafs eine solche Aufgabe eine nnbe- 

^mte ist, weil durch die nämliche Anzahl von gegebenen Puaktcu ganz 
rerschiedene krumme Linien gehen können. Diefs zeigt sich auch arith- 
■elisdi. Verlangte »an z. B. eine Funktion, welche Idlgende Werthe 
pbe: • 

für X = 0, y = 12 
- ar = 5 , y=zi5 

so fiebeii sieh eine Meiige von Funktionen finden, wek|p diese Bodlngun- 
gen erfüllteD , z. B. * 

y = K4p» + **^ oder auch y = ^q^* + + 

wie man leicht durcb Einsetzung der Werthe 0, 5, 9 lür » leriliiren 
wSrde. Diese beiden Funktionen sind aber ihrer Natur nach ganz ver- 
schieden , die erste ist irrational, während die zweite rational ist; beide 
sind aber algebraische Funktionen. 

Weil nun bei der grofsen Unbestinuntheil jenes Pkroblenies an eine 
Anftösnng im Allgemeinen nicht zu denken ist, so wollen wir die Aufgabe 
selbst spezieller stellen und nur fragen, ,, welches ist diejenige algebrai- 
sche ganze und rationale Funktion ^=::/(a:) , welche fnr eine An- 

gegebener Werthe* von z eine entspreehende Reihe gegebener Wer* 
Ibe Ton y erzeugt?^* 

Da die Aufldsung dieses Ph»blemes offenbar nur durch besondere Ei- 
genthÜDilichkeiten der algebraischen ganzen und rationalen Funktionen mög- 
hch sein kann, so haben wir zunächst über diese einige Betrachtungen 
mzostellen. 

§. 1«. 

Wichtigste Eigenschaften der algebraischeo» ganzen nnd rationalen Funktionen, 

Wenn y eine algebraische ganze nnd rationale Funktion von x ist, 
10 liat man bekanntlich nacii der in §. 3 gegebenen Definition 

y = ^0 + ^i^ + ^a*^ + ^3^' + • • • + ^«*" (0 
worin die ganze positive Zahl n den Grad der Funktion angiebt. Jlf|m 

kann sich nun denktta, dab es' einen speziellen Zahlenwerth von x, etwa 
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genannt, geben könne, für welchen sich die ganze Funktion annullirt, 
d. h. y = 0 wird. In der That hätte man, um eiaei^ solchen Werth zt 
finden 9 weiter nkhts zu thiin, als 

zm setzen, hierin die bisher onbestiramle CirSfse x als Unbekannte ans«* 

sehen und diese algebraische Gleichung aufzulösen. Diefs würde zwar 
allgemein nicht melir niö<(lich sein, wenn die Gleichung von einem höheren 
• als dem vierten Grade wäre, wäre aber wenigstens immer ausführbar, 
wenn die Werthe von A^, -^U-^, . • . A^, in Zahlen gegeben sind. 
Gesetzt also, man habe auf irgend eine Weise, sei es nun durch AnflS- 
sung der Gleichung oder durch Rathen und Prohireu, einen solchen Werth 
X| gefunden, so^bat man die Gleichung 

0 ^0 + ^1*1 + ^a*!* + \r ^**r- 

Snbtrahirt man dieselbe von (1), so ei^ebt sieh 

y = ^, (r — J + ^^{x* — x «)+... + .<^„(x» - (2) 
Es ist aber ein bekannter Satz, dafs für jedes x und a die Differenz der 
mten Potenzen — cc^, wobei m jede beliebige positive ganze Zahl be- 
deuten darf, durch die Differenz der Wnrzefai x — « ohne Rest theilbar 
ist. Man findet nämlich durch Division 



X — a 

wavon man sieh auch nidLwärts durch beiderseitige Multiplikation mit 
ff — - « übenEeugcn kann. Denken wir uns jetzt Xifära ud der Adh« 
nach i, 2, 3, ... »fSrm gesetzt, so bemerken wir, dafs in der Glei- 
chung (2) jedes einzelne Glied durch x — .r^ ohne Rest theilbar ist. Es 
muls folglich x — x^ auch in der Summe jener Glieder, d. h. in y aufge- 
hen, Irt also Xi ein spezieller Zahlenwerth tob x, durch welchen sieh 
die Gleichung 

y = ^0 + + ^a** + • • • + A^x* 
auf Null reduzirt, so ist x — ein Faktor von y. Fände sich aufser 
dem erwähnten Werthe x^ noch ein zweiter x^, welcher ^ = 0 machte, 
so ginge auch x-^x^ my auf, und da o; — x^ schon darin au%eht, so 
rauDs jetzt >aneh das Produkt (x^Xi) (x^x^) m f au%ebn. Fän- 
den sich femer n solcher verschiedener WerAe von x, also so vide, sdi 
der Grad der Funktion beträgt, die wir durch x^, x^, x^, ... x^ht" 
zeichnen wollen, so gbge nun auch das Produkt 
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in y auf. Der Quotient, welchen man erhält, wenn man mit diesem Pro- 
dukt in y dividirt, miüs dann eiEC coastante Gröfse sein, oder in Zei- 
«lien: für 

(x — (a: — aPj) 

ist i: von x unabhängig. Denn es folgt daraus 

* + jä^x + A^x^ + h^.«» 

Ä * (jp — 4P , ) {« — JT,) (« or . • . . (JF — « J 
md wflon imü Uer die angedealefen MnItipiiktlMnieD anafiflirte, w wMe 
man, weil ?j Faktoren vorhanden sind, in deren jedem x einmal vorkommt, 
rechts eine algebraische ganze rationale Funktion von x bekommen. Wäre 
nan k von x abhiogigy so würde darch Mnlliplikalion mt k der Grad der 
Fimktion reditt .erhöhl oder emiedi^ -werden, und zwar erhöht, wenn 
X m k mit positiven', erniedrigt, wenn es nut negativen PotesEen von* 
käme. Es müfste also eine algebraische ganze rationale Funktion von x 
für alle möglichen Werthe dieser Veränderlichen einer zweiten sokhen 
Fonktion, aber tod aaderena Grade, gleieh sein, was offenbar aamög- 
lieh ist. 

In der That ist dieser Quotient Ar nichts Anderes , als der Goefßzient 
der höchsten vorkommenden Potenz von x. Z. B. man üudet leicht, 
dals die f unktioa 

für «SS 1 nndarsS Tenchwindct. FnrnissS, x^z=ti x^=% 
ist also hier 

(x— — 2) • 

Nan ist der Zähler s 6 (d?*-*3«-|'^) end der Ifeimerss«^— . 
8«+ ^9 ^ it ss6, d. h. gleieh den Goefiaieateii dnr höthalen Po- 
tenz o;*. , 

Weiftr man also von einer ganzen algebraischen rationalen Fonktion, 
dab sie vom Grade n ist, und dais sie für » gegebene Werthe x^, x^, 
• • • x^ versehwindet, so kann man setzen 

/(ar) = Ä(ar^ar,)(ar — Xjj)... (JP— -orj (3) 
wobei k eine constante Gröfse bedeutet. 

Von diesem Theoreme werden wir nun sogleich eine Anwendung 
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§. 17. 
Dpi IntcipobitioiitprobilieiB. 

Wir kebrea jelzt zu der am Ende von §. 15 gestellten Aufgabe m- 

rück, nach welcher ans obliegt, aus einer Reibe von Werlben einer Funk- 
tion, welche einer Reihe spezieller Werlhe der Veränderlichen angehö- 
ren, das allgemeine Gesets abzuleiten , wonach diese entsprechenden 
Werthe zasammenhüngen, iroransgesetat» dab dieser Zosammenhaiig 
dnreb eine algebndscbe ganze rationale Fnnktion «osgedriekt werde. IK^ 
ses Problem führt auch den Namen des Interpolationsproblemes, weil man 
durch seine Lösung in den Stand gesetzt wird, zwischen gegebenen Wer- 
then einer Funktion andere einzuschalten, d. h. za interpoliren. 

Es sei also y diejenige noch nnbefcannte Funktion toa welche für 
n gegebene spezielle Zablenwerthe 

die correspondirenden, eb.enfalls gegebenen Zablenwerthe y^y y^^ y^y • • • 
y^ annehmen soll. 

Wir können uns hier znvörderst denken, dafii das y, welches zn 
nem l^diebigen x gehört, ans aliquoten Thailen der schon gegebenen We^ 
tbe y^y y^y ' " Vn znsammengesetzt sei. So können wir z. B. is | 
Fig. 22 voraussetzen, dafs ST=y, welches zu OS = x gehört, aus 
Stücken der schon vorhandenen Normalen AM=y^, BN^y^, CP 
asy, bestehe. £s würde sieb also blos dämm bandeln, zn bestimmes, 
wie viel Ton jeder solchen Senkrechten zn nehmen sei. Setzen wir desi- 
nach 

ST=q^AM+g^BN~\-q^CP 
so können wir uns unter q^, q^, q^ ge\iisse Zahlen vorstellen, welche 
angeben, wie viel von AM, BN, CP genommen werden rnnls, damit 
die Summe dieser Thdle b ST werde. Diese Grörsen q^, q^, q^ wcp* 
den aber selbst von x abhängen oder Funktionen von x sein , weil man 
fenbar mehr oder weniger von den einzelnen Normalen zu nebmlen hat, je 
nachdem x andere und andere Werthe annimmt. Nehmen wir also gleich 
allgemein an 

y — f 1 yi + ^2^2 + ^3 ^3 H f- y«y» W 

so haben wir es noch mit der Bestimmung von q^, q^, ... 9,» als Funk- 
tionen von X zu thun. Da wir aber für y nur eine algebraische ganze ra- 
tionale Funktion sncdien, so branchen wir auch 
solche Funktionen anzusehen, weil dann die Summe derPhidnkte Mv 
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^±y^9 9nyns denen y^, y^s * » * Vn constante Gröfsen sind, ebenfalls 
eine algebraiscbe ganze rationale Funktion von x ist. Sachen wir min 
die Bedingungen auf, welchen die FuniUioneD q^, . • • unterwor- 
fen sinis 

1) Für x=^x^ mofs y^yi herauskommen; es mufii also in diesem 
Falle ^1 = 1 und ^2 =r ^3 = . . . = 7„ = 0 sein. 

2) Für x=^x^ soll y=^y% werden ; folglich ist für diesen Fall 1, 
^«gegen «^r, ss^r^ ... =s9, = 0. 

S) FSr x^x^ mufs y — y^ zum VersobeiB kommcni nudiin wird 

q^ = 1 und z= q.^ =z = , , , = = 0. 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Schlüsse , und kann ihn in 
fo^ndem Schema zusanunensteilen: 



I 



X 


9i> 




9i> 
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0, 


0, 


0» • . 


. . 0 




0, 


1, 


0, 


0, . . 


. . 0 




0, 


0, 


1, 


0, . . 


. . 0 




0, 


0, 


0, 


1, 


. 4 0 


*• 


0, 


0; 


0, 


0» . . 





wecin der einm x entsprechende Werth eines f ^efimdeii weiden Juuuii 
wenn man vom x horizontal und vom q vertikal lartsdweitet, bia Mde 
Wege znsammentrefliipn. 

Bezeichnet nun qr irgend eine von den Gröfsen , q^, ... q^^ so 
lassen sich die Bedingungen, welchen dieses qr unterworfen ist^ so aus» 
i^reehen: ^ 

Für nnlii ^«=1 werden, liir jeden andere* Werdi dag»> 

gen, also für 

mofs es sieh auf JNuU reduziren. 

Dieae lelslere Eigenschaft wird uns veranglicb zur Bestimmnng 
Form von qr nützlich, weil wir anter der Vontusaetzang, dafs q, eine al- 
gebraische ganze rationale Funktion sei, nach Formel (3) nun setzen 
dürfen: 

worin k eine oonalante GrSfs» bedeutet. Der Werth* deraeibeit lllbt aidi 
AMuaiMAMiiriti. 0 
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vermöge der Bedingung , dafs für x =;= Xr» = i werden mai's , ieiehl 
iMsstimmen ; es ist namlicti für x zss 

Um ans dieMn beideo Gleichimgeii k zu elimiiiiren» dividiren wir ii» etile 
durch die swdte lud erbaltent 

{x — x^){x — x^)... (x — Xy_, ) {x — . . . (jr — x^) - 



wodurch der Werlh eines heliebiges q hestinnil ist. Setzt nas diefs fiir 
r = i, ^9 3» . . . n m die Fomei (4), so ergiebt sieb 

(JP— ara)(x — Jfa)(jf--X4) »T.. (ar — jr,) 

* (*1 — (-^1 — ^3) (^1 — ^4) (*l — 

V — Jrj(x-^X3)(X — Xj .... (^ — Jn) 

('a — **) (*•—*•) * 

, — — — *4) — ^n) V .g. 



— *•) — ' ^ 

ein unter dem INamen der Interpolationsformel von Lagrange bekannter 

Ausdruck. 

.Die algebraische Funktion weiche man durch Anwendung dieser 
Foini^ erbilt, ist ymn Grade » — 1, weil jedes «einiefaM £iied n^i 
von X abhängige Faktoren enthält, an denen Allen ecüe Polens aus- 
tritt; der Grad der Funktion beträgt also eine Eidieit weniger ab die An- 
zahl der gegebenen speziellen W erlhe derselben. Da nun hier die Funk- 
tion dnreb eine Partie von Werthen, deren Einzahl den Grad der Funktion 
vm gl«« ibersteigty voUkownen bestimniiisty so kann man fblgenden SaU 
aussprechen: 

Geben zwei algebraische rationale Funktionen dessel- 
ben Grades <p(jx) und^(;r) für eine Partie spezieller Wer- 
tbe Yon X, welcke Xi, x^^ x^, ...x^ heii^sen mögen, die 
nämliehen Resnltate, ist als« 

qp(Xj) = -^(Xj) , 9)(Xa) = ^(JC^) , . . . 9»(JP«) = ifi^m) 
und zugleich die Anzahl m dieser Werthe um Eins grö- 
fser» als der Grad der Funktionen, so sind diese über- 
hnnpt identiscb, d. h. es ist dajui für jedes«» 
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Diefs gilt offenbar um so mehr, wenn die Anzabl der speziellen Wer- 
t]i€ von X, für welche die Funktionen übereinstimmen, noch grö&er ist. 

Dieser Satz kmn mit vielem Nutzen gebraucht werden , wenn man 
Identität xweiar fl<i|fifaen Funktionen ^«w«isen wffl, oline sich mähsa» 
men Reduktionen zu unterziehen« Kami man z. B. zeigen, dafs dieselben 
für alle iiiü^lichen ganzen positiven Wcrthe identisch sind , was oft sehr 
leicht ist, so hat man hierdurch ihre Identität im Aligemeinen bliesen. 
Wir werden später UerFsn ein Beispiel sehen. 

Als spczieD» FMe der Interpolationsformel sind folgende von In- 
teresse : 

1) Für » ==^3 erbält man 



— — -^g) (-^ — ^a) I Gr — x^)[x — 3:3) 

^ - (JT, — X^) {X^ — X^) ^^'^(X^-^X,) (X, - X,) ^» 



(7) 



mittelst welcher Formel man ans dfsi Werthen eine Funktion zweiten' 
des bestimmt*). Verkiigte man z.B* eineFntaklion, welche für a?s= — 1, 

0? = ^ , ir=:5 der Reihe nach gäbe: yssO, y=^S, ^=539, so würde 

man setzen < '' l 

(.-|)(.^-5) (..+i)(.-5) ;^ 



woraus nm naeh geb6riger Reduktion findet 

y 5=5 --^ 5jr + 4. 

____ » 

Sind in Formel (6) s es |f, a=: . « . y^« |, so isl & fWdL- 
tion' überhaupt eine Constante und für jedes y = 1* Man hat dann 

für jedes x die identische Gleichung: ^ 



*) Für die analytische Geometrie ist hiemnt die Aufgabe gelost, dorofa drei Andel» 
«iae Paiabd sa aiebi^, deren Adue deu Vj « y,» ptmllel lingt 
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- _ — (a: — a^,) (x — x„) 



+ 
+ 



(Xt Xn) (X, — 








«■) • • 


. . (x — 




-^•) • • 

f 


.. *J 










- X2) • • 





wovon man sich in spezieilea Fälieu durch wirkliche Ausföhnu^ der Roeii- 
osng leicht überzeugen kann. 



Capitel I¥. 

Von den endlichen und unendlichen Reihen. 

ff 

§. 19. 

Entstehung der Reihen überhaupt. 

Wir haben in 5 ein Beispiel von der Zerlegung einer .Grtffse in 
eine unendliche Menge immer kleiner werdender Theile kennen gelernt; 
dort stand dasselbe , um den Begriff der GrSnze zn erläutern , hier kom- 
men wir auf dasselbe zurück, um weitere Betrachtungen daran zu knüpfen. 

Man sieht leicht ein, dars>ein und die nämliche Gröfse auf ganz ver- 
aehiedene Weisen in Theile zerlegt werden kann, je nachdem man das 
eine oder andere Geselz der Theilong zu Grunde legt. So hatten wir in 
§. 5 die Zerlegung der Einheit durch fortgesetzte Halbirung bewerkstel- 
ligt, man würde aber ebenso leicht nach Dritlheilen, Viertheilen u. s. f. 
zerlegen können. Theüt iiiau nämiich eineXiinie AB (Fig. 23) in drei 

2 1 

gleiche Xheüe und nimmt AM - AB, so bleibt noch - AB übrig. 
Dieses wird wieder in drei Theile getheilt und zwei davon zu AM gethau; 
aun erliält iann | w^B + | MB, d. li. | ^ -{- 1 AB, und es blmbt 

BP = 2 AB übrig. Verfährt man hiermit wieder so und setzt läerhaupt 
üese Tiieiiui^ ins Unendlidie fort, so erfaSlt man 

lAB + %AB + ^AB + irAB + ... 
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■4 (U man neh hieidnrch der gjuizen Liniea AB uoli^äiizi nähert , so 
Ion man jetzt sagen t es isl 

S ■ • * 27 * 

ronas folgt 

£^050 leicht würde mau finden 

licr • 

Zi diesen Sonunen einer nnendHchen Menge von Theilen sind wir hier 

dadurch gekommen, dafs wir vorher eine endliche bestimmte GrÖfse (die 
Eiaheit) in ihre Theiie zerlegten und dann umgekehrt die gefundenen 
Iheüe wieder zusamnensetsten. Aher.es könnte wohl umgekehrt die 
linge gestelll werden: welches ist die Sname einer gegehenenr Reflie, 
An wie 

5 + ^ + 5i + 54+-- 

ie entweder eine endliche hestimmte Anzahl einzehier Glieder hahen 
bn, oder Tielleieht als unendliche vorausgesellt wird. Hier würde uns 

öer bisherige Weg wenig nützen, wenn mau sich nicht aufs Probiren le- 
wollte , um durch ein€ glückliche Zerlegung einer passend gewählten 
Grobe die Reihe erst zu erzeugen. — Um aher nicht hei so speziellen 
stehen zu hleihen, wcdleif wir diese Betrachtungen allgemeiner 
hltea nnd uns dieselben durch eine geometrische Darstellung vcran- 
»baolichen. 

Sei (p(n) eine beliebige Funktion der ganzen Zahl n und eine beliebige 
Aazihl i|irer Werthe nach der bisherigen Methode conslmirt^ also in 

ff.« «TS OA^=:i, ^jPi = 9(l), OJ^=%y A^P^ = q>{2), 
"•s. f. OA^z=n, A^PnZ=g)(7i), Zieht man durch jeden der Punkte 
^15 P», Pg u. s. f. eine Gerade parallel der Grundlinie OX, so zer- 
^ «an jede Senkrechte in eine Partie einzelner Stucke, t*'B. A^P^ 
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in 2 , A^P^ in S u. s. f. , endlich A^P^ in » Thttle. Selzen wir » um 
kurz hezdchnen zu können, 

^•Oi^t^i* <?!(?• = «•» (?ft(?t^«f> ••• A = «« 

so isl ^»P» gldeh der Somme dieser GrSfsen, d. h. 

= -f. «2 + «3 4- . . . + (5) 
Ist nun die Natar der Funktion 9 bekannt, so kann man die Gröfsen u^, 
• . . te« selbst finden; denn es wild för Iis 1, 9(1)=»^^ (iir S, 
«<8) = »i+«i* mithin = — «1 , d. h. = — 
fBr, » A 3 , 9)(3) = -|- tt^ + = 9(2) + «s* »äiin » 9(3) — 
9(2) u. 8. f. Wäre z. B. 

w ^ 2» — 1 



IV 3=: 9(r) — .9{r — 1) Ä 



2" 

•0 würde Juan erhalten 

«1 a= 9(1) = ^» = 9(2) — 9(1) = 5 — i = i 

7 1 i 

und wettti übertnupt Ur eine beliebige unter den GfdfscB ^ , ... 

bezeichnet, 

V-^i 2»^-' —1 _ 2r^| 1(2»^*^ — I) 
d. i. 

folglich nach (3) 

2*— 1 * I 1 I 1 1 I 1 /.X 
-jS— === S + äi + 2** W 

Dagegen Uefse sich aneh die Anljj^abe nmktohren und die IVage stellen, wie 
man dieNaluf der Funktion 9(71) bestimmen könne, wenn die Gröfsen Mj, 
... gegeben sind. £s versteht sich von selbst, dai's hier die 
Gröfsen u^, u^, ... nicht regellos beliebig angenommen werden dQp» 
fen, weil fionst die ganze Aufgabe den Charakter der gr6fsten Unbestimmt- 
heit an sieb tragen würde, sondern dafs dieselben naeh irgend einem CSe- 
setze aus einander gebildet werden müssen, durch welches man in den 
Stand gesetzt wird, aus alle folgenden Gröfsen ^99 • • • ^ 
zuleiten. Dieses Gesetz spricht sich z» B. in (4) darin aus, daHs jedes 
nächstfolgende Glied aus dem vorbeigehenden durch Mttltiplikatio& des 

ielBtireii mü ^ gebildet wird, dais also ist: 
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i t 1 _ i_ I 

— *i ' 5» 2 ~ • ja» — 2 — «I • ji 

und öi^rfaaiipi , 



oder weil tt^ seÜNit = - igt, 



In so fern daher ein belid>iges Glied «r von semem Index r abhängt, kann 

man sagen: es mnfs jedes Glied eine gewisse, der Form nach gegebene 
Funktion seines Stellenzeigers sein. 

Man bemerkt leicht, dafs die Aufgabe, diejenige Funktion ^(w) zu 
bestimmen, weiche fiir jedes n die Somme der Reihe 

«'i + «'2 + «3 + '••+«•» 

darstellt, in welcher n^, u^, ... le^ gewisse, nach einem bestimmten 

Gesetze aus einander gebildete GrÖfsen sind, viel Ähnlichkeit mit der im 
vorigen Capitel behandelten besiizU Bezeichnen wir nämlich die Senk- 
rechten 

A^i =: «t , ^a^a = «1 + ««» = ««1 + + «B» • • • 

^n^n = «! + «« + + «* 

der Reibe nach mit y^, y^^ y^, ... y^, so haben wir auch hier die Na* 
ftur einer Funktion aus speziellen Werthen derselben zu bestimmen; der 
Unlerschied aber ist, dafis hier diese Werthe niehl nnnultelbar und willr 
kfihrlich gegeben sind, sondern dafs nur ihre IXUrerenaen, wdehe nteh 

einem zwar beliebigen, einmal angenommenen, aber auch consequenl beibe- 
haltenen Gesetze aus einander gebildet werden, als gegeben vorliegen. 
Auch ist hier die Au%abe eine bestimmte, weil die gesoebte FonJUion 
ab Summe der Grölsen 

«1 + + «3 + • • + 

* 

auftritt und diese Reihe offenbar nur eine Summe hal. 

Wäre es nun möglich, die Aufgabe, welche sich in der Gleichung 

«(») = «i+«^a + «sH (*) 

ansspricht, zu iQsen, so wäre hiermit auch i^g;leieb die Auffösong der 

Aufgabe , die Summe der ins Unendliche fortgeselctev Reihe 

11 ^ -f- «2 -|- ''3 "4 • • • 

ZU bestimm^, glticklich gefunden. Man brauchte nur in der Gleichung (&) 
die Gtiederaniihl » ins Unendliche wiehien m lassen und die Qtitm m be» 
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stimmen, welcher sich ip{n) für beständig wachsende n nähert; man halte 
dann unmittelbar 

<• 

Lum ifi(n) = -h *{" *g *<4 * « * ^* W • 
So wäre s. B. aas (4) 

und da 

lim ^ =5 £wn ^1 — ^ j = 1 

ist, so hat man 

*=i+^ + ^ + ^ + --**!^- W 

wie schon früher gefunden wurde. 

Wir wollen dieses Verfahien noch an einigen Beispielen erlXntem, 
bevor wir in der allgemeinen Betrachtung der Reihen selbst fortfahren. 

|. 19. 

'Saamdrung einiger endfidieo imd onendBcheD Reihen. 

t» Zu denjenigen endlichen Reihen, welche am leichtesten zu sum- 
niien sind, gehört die geomelriscbe Progression. Sei x der beliebige Ex- 
ponent derselben, und 

wobei die noch unbekannte Summe der n Glieder auf der rechten Seite 
beseicfanet, so läbt sich dieselbe durch folgende kleine Rechnung finden. 
Man midtiplizire badersäts mit so wird 

Ä> = j: + x2 -f or» 4- . . . -f ar*^ 

und snbirahire diese Gleichung von der ersten, so bleibt: 

(l-ar)^^=:l— ' (2) 

folglich 



mithin ist 



i^" =!+* + *•+... (4) 



Oiefs gflt filr jedes x; nur in .mnem Falle ist die ganze Rechnung als un- 
genügend anzusehen , nämlich wenn x = '\- i. Dann würde nämlich die 
Gleichung (2) in OS^ = 0 . übergehen und hiermit lielse sich nichts weiter 



Digitizeü by LiOOgle 



Gap. IV. V4m MdHelMD mii UMBdlidMo. ReihaB. 

nfiuDgen, wdl dareh beiderseitige Division mit 0 hdehslens ^ ^« = 

um Vorseheiii kenmieft würde, wobei nuui nicht berechtigt ist, den Coef- 
fsenten von iS« für 1 mzosehen. Aber man findet in diesem Fdle die 

Summe viel leichter, weil dann in der Gleichung (1) jedes Glied = 1 ist, 
iolgiich weil n Glieder vorhanden sind, 

«m nrafs. For negaltTe x ergiebt sich ans (4) 

'"^i'+r*" =*-*+*' — +(-1)"-«"-. 

f ör ;i; = 1 mufs man hier unterscheiden, ob die Giiederzahl n gerade oder 
mgerade ist. Im ersten Falle erhält man 0, im zweiten 1 zur Summe, 
lie nnch in der Reihe selbst. 

Wollen wir nun die Reihe ins Unendliche fortgehen lassen, so haben 

wir die Gränze auf^suchen, welcher sich der Ausdruck 

lzif! = _! L_ 

1 — « 1 — jr 4 — * 
fir wnehnende x nibert. Da hier x semen Werth während des Waehs- 
Ihmes von n nicht Sndert , so rednzirt sieh diese Untersuchung auf die 
Bestimmung von Lim x\ Ist aber x <C 1 , so haben wir bekanntlich 

Lifli** =.0 

^^gea Bit x^i 

Lim s oo 
£s ist folglich auch iiir x 1 

Lim ■ . ■ SS « < « 
i — X 1 — X 

aod fiir x^i 

Lim z = oo 

1 — X 

Wir haben also, wenn wir in der Reibe (4) ebenblls zur Gränze für 

wachsende n übergeben, 

j-i-j = l+s + s* + X*+ ... äi inf. ) 

für X ^ 1 ) 

md 

oo 5=5 i + + m ) t'T\ 

für X > 1 \ ^ \ , 

Wäre o; = 1 , so ist einfach tS^ = u, mithin Ltm «$^ = 00 und also 
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00 =i: i + 1 + 1 + . . . in mf. 
ein weiter nicht brauchbares Resultat. 

Lassen wir ebenso in der Gleicbttog (6) n ins Dneodlidie wmeliMB, 
M wird für x^i^ 

= 1-* + *» — x3 + ... in inj.) 

für j: ^ 1 ) 
Wenn dagegen i. ist, so nähert sich die Summe der Reihe gar kei- 
ner angebbaren Griiiize. Denn es wird dann a:", immer gröfser; da 
aber noch der Coedizient ( — 1)"^^ daran steht, so wechselt der Ausdrack 
(-»- 1)*"^^ auch besländig sein Zeiehen^ tdd einer Gröise aber, 4efCtt 
absolnfter Werth bestiindig iiiichst^ die «her zvgkidi ewischen dem Poa»- 
tiven und Negativen hin und her schwankt, läTst sich gar kein Gränzwerth 
angeben. Di& Reihe 

nShert sich also gar keiner angebbaren Griinzey oder mit anderen Wo^• 

len, sie hat keine Summe. Wäre hier a:=l, so oszillirt die Reihe 
zwischen -\- i und — 1 hin und her und hat ebensowenig eine Summe*)* 

*) über diese Reihen ist viel gestritten worden und namentlich in alteren Büchern 
sind in dieser Beziehung die sonderbarsten Dinge zu lesen. Eni er behauptet, es sei 
allgemein für jedes x die Gleichung (6) und ebenso (8) richtig, weil man durch fort- 
währende Division mit 1 — x in 1 auf die Reihe komme. Diefs haben Viele nachge- 
schrieben und sich gegen die Einwürfe, so gut es ging, zu vertheidigen gesucht* Dit 
Einwürfe sind hauptsachlicfi folgende ; da zugegeben wird , dafs 

oo«l + l-|-i + l+l + ...minf. - 
«ei, 80 ist für X ^ 1 , 

1 = 1, aj>l, ac2>l, x3>.i^ o^,, f. 

folglich 

1 + jc 4- + X' -f ... in wif. > 1 -f- 1 + 1 -f 1 4- ... in inf. 
mithin am so mehr die Reihe links = <x>. — Wenn aber x ^ 1 ist , so giebt die 
Reihe links einen negativen Qaotienten, der anmöglich der Summe einer nnendlicbn 
Menge positiver GröTsen gleich sein kann. Dieses seltsame Resultat erklart der Über- 

m 

setser der Eulerschen Differenzialrechnung, Michelsen, höchst scharfsinnig dadurch, 
dab er uns belehity a^tire GroTsea seien toldie, die gröfser als das Unend- 
lich grofse sindl Bnler sdbst si^ in der Iliffereiuialrecihiiinig^ man müsse - . ^ . 

nicht als arithjnetische Summe» sondern als diejenige Funktion von x ansehen, dordi 
deren Entwickelaog jene Reihe entst^e and dieser Gedanke ist dann wieder yoi^ 
Frica m asfier «i rt Hmnuii w ih gi» NatvphihMphi^ wm^ßtSkeX «oidan. mm wM 
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U. £s sei die Summe der Reihe 

cos X -\- cos 2x cos Sx -J- . . • -|- COJ 

ilie wir mit j^,^ bMeiehnen wdlen, airffeiisiieheB. MiiUijplizirt man bei- 

dem ganx bestimmten Begrifl'e der arithmetischen Summe der ganz unbestimmte und 
fremdartige Begriff der analytischen Entwickelung untergeschoben , wodurch aber sehr 
harte Widersprüche entstehen. Denn wie eben gezeigt wiurde, ist für a; ^ 1 die Summe 
der Beihe 1 -|- « + etc. ^ 1 -|- 1 -J- 1 etc. , d. h, 1 4? * 4" ^* "f* * * * ^* 

Nim soll aber auch l«f**"|~** "f* ^ T~ — ^ ™ r~ — » ^""^ 

da x^l ist, heifst diefs, eine ins Unendliche wachsende positive GroTse soll einer 
bestimmten negativen Zahl gleich sein ! Da ist denn kein anderes Heranskommen mög- 
lich , als dafs man sagt , jene analytische Beziehung darf nicht mit einem Gleichheits- 
zeichen bezeichnet werden. Nähme maa etwa da« Ahnlichkftitnaeidiea , sd wäre für • 
« ^ 1 dier Sinn der CMeichaog , 

M 1 + s 4. -1- «• + 

der: durch Division mit 1 — x kann ich aus der Einheit Glieder von der auf der 
rechten Seite stehenden Reihe entwickeln. Man glaubte aber , wenn man nicht auf- 
hiOn m dividirea, «o Unt die Heihe volUiüadi^ henuu, mhhia ui gleicb 

r-^^ — . Rteranf itt Se Antwort: bei der ancoeenrett Binrioii j^dbt ea anccMi?« Re- 

ste, die man nicht aufser Acht lassen darf. Für x <^ 1 werden diese Re^te beständig 
kleiner und vermindern sich unter jede gegebene Gränze , wenn man nur weit genug 
g^t ; in diesem Falle kann man am Ende den Rest weglassen. Für x ^ 1 dagegen 
werden die Reste immer gröfser und können jede angdbbare noch so grofse 2^ahl über- 
steigen , dürfen folglich nicht weggelassen werden. Um die Sache durch ein gau 
handgreifliches Beispiel zu erläutern , denke man eich diMa Brunnentrog , der einen 
Cubikfafs Wasser enthält und darüber die BmnnenrÖhre, welche die Eigenschaft hatg 
dafs, weott aas dem Troge etwas geschöpft worden ist, sie die Hälfte des Ansgar 
sdiöpftea wiadcr aoaetst. Man acliöpia nim dm Gubikfufs aus , so £iefst ein halber 
Cabikfila ao; man schöpfe diesen ans, so koMM ^ Oofaakfufs hinzu; nachdem diesar 
«rtftmt worden ist, flieist wieder ^ Gabikfbi« su n. s. f. Sa bleibt jetzt offenbar im^ 
MT waniger aa damTkaige und man kann sagen: je laiigar gascböpit worden ist, dart« 
fenanar ist das, was ansgesclifl^ft wnrda, gleich deaiy waa wspiüiigfiflh Tfnbanden war» 
pli» 6m, waa wühia^ dat ScUfpftoa ottdi aiBa&, odar: ndi — andHdwr Zeit ist 
im IWige HOAm daa AmfimAiSftf ^fmk dm nwgiii^jBTh wpAuaämso! OaUb» 
UlAa plni dam gnflasas, Wira afaar dia 8adm ao, dalb doppelt so viel mdUSHa^ 
•la aa^ahlfft watdaii iat, ao wücan nach Snkftnang dm anlen Cabikftiftm nodi 
3 OaUdbb.variMUida&i naaMam dkm wugaatMpft aiüd» nodh 4 Onbftlbft lu a* i 
W«m nmi lemani aahr longa gmdmpft hat, haan er dann. ae^n» du Arngmiht^ffte 
mk gUieh tei okapHmgBdi voriumdeoen Cnbikfobe ph» dem SogafloaMoan? KiO* 
rtmeagi, <dami| ««• im Tngb Udbt, kt dm PulmmiMad anliclwi Mdan nnd iktkk 
eanirivt «lA baitairit» Vmi Ol/iehheH^ iit Um MieKede. 
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derseits mit S ^ g a: ond serlegt in der Reihe jedes doppelte Ptodoki 

nacli der Fomiel S eosasmb ax siii{a + b) — fin (a — (), m 
giebt sieb 

.1 .3 .1 r 



2 2 2 

, . 5 .3 

+ IIa - X — sin - X 

* 2 2 

■ 2 2 



, .2»+! , 2««— 1 

' 2 2 



Die*« Beuptd paftt gendeso uf unsere ReOieni im eisten ist dae V« 

Rest, d. h. muL im IVoge bleibt; immer Ueineri im sweiCen FaHe ist jenes YeifafiH-^ 
wib 2 : 1 ond « «ss 2, d. h. > 1 ; hier nird der Rest immer gtSttat ond m Gleicsh-^ 

beft awischen der Reihe and dem früheren ^ keine Spur vorbanden. Nicht 

weniger vericelnte Anstditen bat man fiber die R«he (9) yorgebracht, wdche namenW 
lieb für den FMD « ssb 1 in Anspruch genonnnen wurde. Da man mm einmal an die 
ABgemeingültigkeit der Reihen glaubte, so mafs^ auch für das wunderliche Resultat 
für 1 

^«1 — 14.1-1 + .... • 

eine Erklärung gesucht werden. Diese ist folgende : für eine gerade Anzahl von Glie- 
dern kommt 0, für eine ungerade 1 heraus ; im Unendlichen aber giebt es weder Ge- 
rades noch Ungerades , es kann folglich weder 0 nocli -f- 1 herauskommen , sondern 
das arithmetische Mittel! Hier ist die Behauptung falsch, dafs das Unendliche 
weder gerade noch un/rerade sei ; denn wenn eine Zahl ins Unendliche wächst, so kann 
sie entweder immer eine gerade bleiben , oder eine ungerade , oder sie kann von dem 
Einen zum Anderen gehen, ond in diesem Falle kann allerdings ein Unterschied sein, 
je nachdem die Funktion, in weldier man eine Zahl unendlich wachsen laftt, geformt 
ist. Um diele deutlich zu machen, kann man folgende Betrachtung der obigen paral- 
lel fuhren. Wenn in dem ▲osdracke cos nie die Zahl n ins Unendliche irüchst, so 
kommt für gerade n inuner -|- 1 ond für nng^cado — 1 benos. Da es nun im Un- 
endlichea keine Gerade oder Ungerade giebt, so nmCb eot nie für «bvOO das arith- 
metiscbe Mittd ans -tf-l önd '— l 'geben» d. b. «ot ooic istailki Pas w lb t yllit gan» 
ahnUeh anf den Sinos, so dab man abak sin o&ic 0; mhiiin «nch ooie + 
ito* 001c asa 0! I Hier ist die Entacbeidmig gum' «niMi; es ist fiir jedes nocli so 
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wobei sich Alles bis auf das zweile Glied in der ersten und das erste Glied 
is der letzten Vertikalreibe bebt, so dais blos bleibt 

«c .^ .1 ,.2/1 + 1 

: 2 S ' S 

wonns folgt 



2 ^</i - X 
2 

■dun 

2 «w 

2 

mdt die gesuchte Summe gefunden ist. 

Setzt man tc — o: au die Steile von so eriiält man nach leichten 
iBwaadlimgen * 

eag X — eos 2 jr eo» Sjt — . . . -f- ( — l)*** eoi nx 

2« + i 

.=* J + (-ir* — V- 

2 eoff - jr 

Wollte man diese Reihen ins Unendliche fortsetzen, so mniste maa 
& GHInze bestimmen, welcher sich die auf der rechten Seite stehenden 

2tt -|- 1 

Sammen für unendlich wachsende it iriihem. Da aber n blos in st» — x 

2 

2» "4- 1 * 

md cos — ~ — X vorkommt y so wurde sich diese Aufgabe auf die Be- 



▼on 

, . . 2II + 1 J r . 271-1-1 

Ltm tm — ^ — * und Lm cos — J — x 
2 2 

reduziren. Diese Gränzwerlhe sind aber gar nicht angebbar, weil die 

Sinus und Cosinus eines ins Unendliche wachsenden Bogens beständig zwi- 



yobe n, eos 2tm a -|- 1 , eos (2n l)ic * i, was aber cot nie för wadi- 
Kode n giebt , lafst sich schlechthin nicht sagen , weil diese Fanktion awischen -f- 1 
Mi — 1 hin nnd her osziUirt. Du Nanüidw paCbt ftuch mf di« Bdhe 1 1 + 1 --^1 
es., db 0b« dti hwg m hsmm Sanne hat. 
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sehen 1 und — 1 hin und her schwanken und keinem bestimmten £nd* 
wcrthe zueilen. 

III. Um die Samme der Reihe 

'S =is sm M -^^ sin %x -^^ siH Sx . • • sütnse 

zu finden, moltiplizire man beideraeils ml 2 sin -x ond zerlege rechb 

jedes Produkt nach der Formel 2 sin asinb^ss cos (a — b) — cos (a 4~ 
so wvd 

. * 4 3 

2S sm-rx = C09---X — eo« - jr 

2 3 2 



. 3 5 
+ cos X cos - X 
'8 2 



2 2 



, 2« — 1 2»+l 
+ cos — — X cos — x 
^2 2 



niüiin naeh gegenseitiger Hebung 



2 S sin - X SS eos -x tos — — x 
2 2 2 

oder 

^ . cos J X 

S =3 - cot -X 



2 2 « . 1 

2 



W>lgfiGb ist non 



4 ,1 ««—2^' } (12) 

=: - cot - X — 



2^2 « . i 

2 



womit die gesnefate Summe gefundeaisl. 

Setzt man n — x an die Steile von so findet sieh 
f in X — 2x -|- f£i 5« ^ . • • ( — 1)*** 



. 2n4-i 
2 



Auch diese Reihen lassen sieb nioht ins llaendiifhB fMdseHesy 
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die Gräazen nicht bestimmen kanu , welcbea sich der Cosiuus und Sinus 
des Bogens ^ ^ x for waehsende n nihern'*'). 

§. «0. 

Gonvergeaz and Divergenz der Reihen. 

Wir haben dnreh die Beispiele des Torigeo Paragfaphea zwei ver* 
sddedene Arten von Reihen kennen gelernt, einmal sokdw, in denen 
Somne einer hdidngen Anzahl von Gfiedem sich einer endliehen fest be- 
stimmten Gränze nähert, je mehr die Anzahl jener Glieder vergröfsert 
wird, und solche, denen diese Eigenschaft ganz abgebt, bei welchen nämr 
lieh die Snnune einer endlichen Partie tou Gliedern entweder ins IMend* 
liehe zunahm, wenn sieh die Gliederzahl vergröCi^rle, oder bei wekhen 
diese Summe bald positiv, bald negatiy ibreni absohilen Werlfae nach zu- 
gleich immer gröfser wurde, oder in denen sie zwischen zwei hesüromten 
Gränzen hin und her schwankte« n Sind diese Aeiben sämmtlwh ins Un» 



*) SiiIm Sannt dnrcii amHche HoduNiig, b«i der «r kxgm mWWcfat 
dm letatt, rieh aidit hebend» GMed mmaty 

ooix — 4SOi2x'^cos3x-^... in vif. 

wax — tin 'ix sin — . . . in inf. = ^ ton ^ je 



Toi^Wdit m^ dfoft mit den Fmadn (U) «ad (lA) fiir n«*ao^ «a «hak mra, vof- 

1 1 

ausgesetzt, dafs weder coi - jc noch ^x Noll ist, die Gleichongen: 
«mm folgt ^ 

wa gemdeai Uarioa iit, weil die Gleiehnig cot*« «f- sii*t«l für jedes noch eo 
groftefty d. h. «odi Sm im Vaendfidie wacfaioide Bogen gflt OlekhwoU hat man Ui 
newter Zdt die oIngeD Bnlendieo Fonndn wieder für richt^ augegeben und rie dar- 
Uii intnpretiit, dafo man sagte, das Gleidiheitssachen bedeutet: durch eine gewisse 

1 11 

analytische Operation lassen sich aus ^ und ^ (on so viel Glieder jener Heiheu 

CBtwidxIa, ale man wül. Dann nw6 man sidi aber ein anderes Zeichen als das 
Oleidiheits-, d. i IdentitalsBeioheB wahleot etwa das in der Tongen ikmaedEmg yor* 
geschlagene Xhnüchkeifsseichfii, wenn man sidi nicjht den cibea gesogenen onTcnndd- 
Echen GonseqnenMn anssetaen ond nfeht rine heOlose Begrifioonfbrioa anricfatea wül. 
Dnm wfifde mm statt Jener Oleidiang eihalten em* oo» 4* ito« od « ^ 0, nnd das 
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endliche fortgesetzt, so pflegt man die der ersten Art convergentey die 
der zweiten divergente zu nennen. Man kann daher sagen: eine un- 
endliche Reihe convergirt, wenn die Summe einer endlichen Partie ih- 
rfr Glieder sich mehr und mehr einer^besdmmten endlichen Ciro&e als 
Gränze nähert, sobald jene Gliederanzahl ins Unendliche wächst, nnd 
diese bestimmte endliche örofse heifst die Summe der unendlichen Reihe; 
eine unendliche Reihe divergirt dagegen, wenn ihr die genannte £ige&- 
schafi fiehlty wenn sie mithin keine Summe hat. 

Es seheint hiemach leicht zu sein , die Conv«rgenz oder DivergeiB 
einer Reihe zu erkennen; man brauchte, um diefs für eine Reihe wie 

"i + + «3 + • • "{f* 

SU leisten, nur vorerst eine hestimmte Menge vou Gliedeni n snmmirai, 

so dafs etwa 

^« — «1 + ''2 + + • • • + 

wäre und nun n ins Unendliche wachsen zu lassen; lande sich hierbei 

Um gleich einer endlichen bestimmten Gröfse, so wäre die Reihe con- 
veigirend; hätte man dagegen Lim jS« = oder wäre Lim gir 
mcfat angd»har, so divergirte die Reihe. Unglid(fieherweise aber ist die- 
ses Verfiihren höchst selten 'an8nihri>ar und es ist gewKhnKeh leichter, 
gleich die Summe der ganzen unendlichen Reihe , als die einer beliebigen 
Gliederanzahl aus derselben aufzufinden. Soll diefs aber möglich sein, so 
mufs man schon im voraus wissen, oh die gesuchte Summe überhaupt ejur 
^tirt, weil es sonst geschehen ktoite, dafs man viel Mühe verwendete, 
um etwas aufzufinden, was gar nicht gefunden werden kann, oder nut 
anderen Worten, es handelt sich um Criterien der Convergenz oder Di- 
vergenz einer unendlichen Reibe. Revor wir also an die Summirung un- 
endlicher Reihen selbst gehen, mässen wir Kennzeichen zu entdecken sur 
ehen, durch welche sich gleich im voraus beurtheilen läfst, oh £e Sm»- 
mirnng selbst möglich sei oder nicht, d. i, ob die Reihe conveigfre oder : 
divergire. 

Eines dieser Kennzeichen ist nun sehr leicht zu bemerken $ es besteht 
darin, dafs in der Reihe 

jedte Glied gröfser als das nächstfolgende ist, nämlich 

"2 "3 "4 ^6 • • • 

dafs also die Gröfsen u^, u^, u^, . . wie man zu sagen pflegt, eine 
fallende Reihe bilden. Wäre. nämlich umgekdvt die Reihe eine si*i- 
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gende, d. h. Ui <Cu^<Cu^ . . . und alle ihre Glieder positivi so wäre 
die Summe der ganzen Reihe ^ als die der Reihe i ^ v^i -|- »i -|- . . . 
in wf,9 folglich unendliehy oder die Reihe diveigeBt* Man kann diefs sehr 
gut an eiiier geomebriacben DanleUung sehen. Ist iriinlieh 

= + + ^^3 + • • • + «n 

und in Fig. 25 OA^ = n, A^P^ = cp{ii)^ so können zwei verschiedene 
FSlle vorkommen , entweder nämlich nähert sich die Garre hei wachsen- 
den % fortwährend einer bestimmten, in gewisser Entfemmig der Linie 
OX parallel laufenden Geraden, oder nicht. Der erste Fall entspricht dem 
Falle, in welchem die Reihe 

-f- ttji -|- . . . t« inf, 

conveigirt, der zweite dem, in wehshem sie diveigirt. Soll aber ^(fi) 
sich für wachsende n einer bestimmten Grilnze nahern, so mnfs die Dif- 
ferenz (p{n + 1) — ^[n), d. b. das Stück Qn^Vi immer kleiner werden, 
d. Ii. es mufs die Reihe eine fallende sein. 

Überhaupt lassen sich die verschiedenen Arten von Reihen auf fol« 
gende Weise geometrisch darsteUen: ' 

L JUiheii , deren Glieder gleich sind* Fihr diepe bat van die 
PorQi^ 

U'\-U'\'U-\-u-\-,,. in inj^. 

oder 

Für die mte gilt Flg. 26, for die zweite Fig. 27. In beiden findet keine % 
Annäherung an eme bestimmte zi| OX parallel laufende Gerade statt; die 
Reihen divergireii also. * . ' 

n. Reihen, deren Glieder wachsen, d. i. steigende Reiben. Je nach- 
dem die Glieder gleiche, oder wechselnde Zeichen- haben, siiid 
hier die Formen: • 

«1 + «2 + + «4 + - ' 
— «2 + «3 — «4 + • • • 

Die erste entspricht der Fig. 28, die zweite der Fig. 29. Beide Reihen 
sind diveigente, weil sich die Gurve keiner bestimmten zu OX^andlelen 
Geraden nähert.' 

in. ReiheA, deren Glieder abnehmen, d. i. fallende Reihen. Hier 
stehen wieder die Formen j 

H + + «4 + * 

+ «s — «4 + • • ' 
ScUI«il0b Sm]|^ 1. f 
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Hier kann eine Annäherung an eine beslimmte der OX parallelen Gera-^ 
den statt findea^ wie man aus den Figg. 30 und 31 sehen kann* Solche 
Reihen können also eonrergiren» ob sie aber delahalb sebon eomretfiren 
müssen, ist eine andere Frage. In der Tbat findet sieh bei näherer Be** 
irachtung, dafs das Fallen einer unendlichen Reihe zu ihrer Convergenz 
zwar ootb wendig 9 aber nicht hinreichend sei. Das ^rste haben 
•wir so eben gesehen, das Zweite erkennt man leiebt ans einzelnen Bei- 
spielen. Die Reibe 8. E. 

-4= + rr^ -|- r4= + • • • H t= + . . . « 

ist zwar eine fallende» aber gleichwohl eine divergirendof denn man hat 
offenbar 



1 

Vi 


+ 


VI 


+ 


1 

vi 






1 

vi 


1 


+ 


1 

Vn 


+ 


t 

Vi 


+ • 


• + 


1 



oder 



Lassen wir nun n ins Unendliebe wachsen, so wird Vn gröfser als jede 
angebbare Zahl; diels muls nun um so mehr mit der Summe der Reihe 
selbst der Fall sein, woraus folgt, dafs dieselbe, ins Unendliche yeriän- 
gert, diyeigirt. Das nämliche Verhalten findet bei der folgenden ebenfalla 
fallenden Reihe statt: 

111 1 

Hier ist offenbar Wieden 

+ 



d, h. 

-> od«p r> ^ + ^ « 

Nim ist aber, wenn a ^e Bams der I^pgarithmen beseicfanet, 

folglich 
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Stim wir fo^ (n-^- i) = x, so M x eine Zahl, welche ins Dimdliehi 

wächst , wenn diel's mit n der Fall ist. Wir haben also für wachsende • 
und zu^eich wachsende 

r . « + 1 n « 

Lim i — 7 — j— : . — j — 7 = Lm — . — p-- 

Es wird nan ü» ? =s l und üm ^ s oo (nach §. 0), tolglich 
ibcfsteigi der Aosdmck 

» -f- 1 it 

ki wachsenden n jede gegebene noch so grolse Zahl und folglich wächst 
auch die Summe der Reihe 

+ 4« * 
IIS Uaendliehe, je mehr Glieder man vereinigt, d, h. die Reihe diveif;ifl, 

Erscheinungen dieser Art, deren Zahl sich leicht bedeutend vermeh- 
ren liefse, weisen darauf bin, dai's aufser dem Fallen einer Reibe noch 
lodere Bedingungen erfüllt sein müssen , wenn von der Sammirung einer 
Reihe die Rede sein soll. Wir haben daher znnäcfast z« iintersetheiii 
weldie weiteren Eigenschaften zur Convergenz einer Reihe nöthig sind. 
Wir wollen in dieser Untersuchung, welche wir jetzt vornehmen wollen, 
hauptsächlich zwei Fälle unterscheiden, ob nämlich die vorgegebene Reihe 
au blos positiven Gliedern besteht, oder oh in ihr ein Zeiohesweohsel 
ilatt findet. In beiden Fällen jedoeh wird immer voransgeaetst» dals die 
absoluten Werthe der Reiheuglieder , nämlich der GrÖfsen 

dne fallende Reihe bilden» oder dals jedes Glied grüfimr als das darauf 
fa%emde isL 

§• 21. 

Benrtheilimg der CoaTergens mittdct der Aeetbetnciitang. 

Sei S die Summe der als eoavergenl voransgesetzten Reihe 

«1 + «^2 + «3 + «4 + • • • * (*) 

ond die Sunune ihrer n ersten Glieder, also 

^« = «1 + «a + «s + • • • + «^1 

7* 
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80 ist offenbar 

d« b. die Gr^faen ««^ui » iWt> bilden wieder eine ^nvergente Reihe» 
' deren . Summe . iS^—jS, ist. Bezeichnen wir diese Summe 

mii R^p so wird 

S — 5» = oder S = + 
Hier isl diejenige Grflbe, wdehe man gewöhnlieh den Rest einer 

unendlichen Reihe zu nennen pflegt, nämlich das, was man zur Summe 
einer endlichen Gliederanzahl zusetzen mufs, um die Summe der ganaen 
nnendiichen Reihe zu bekommen. Da nun für wachsende n die Summe 
der Gr5fse S als Grinze, folglich «die JOifferenz S^^S^, welcher 
l^eich. waCyw sich, der Noll nShert, so ist folglich Jor eine convei^nte R^e 

Lim = 0. 

£benso kann man auch umgekehrt sicher sein, dafs eine Reihe convergirt, 
wenn die Bedingong 

^ K+i + «1.+« + H J- öl &/] rs: 0 

erfüllt ist. 

Wäre dagegen die Reihe 

«i+«^+«a + «4H 

dne diragveode, so wfirde andi 

eine solche sein, also diese Gröfse, welche hier die Stelle des jf?„ vertritt, 
iiir wachsende ^ sich nicht nothwendig der Null nähern. Und ebenso kann 
man danuis, dafe die-obige Grd&e sich nicht der Null nähert , anf die Di- 
vergenz der Reihe 

+ "a + + "4 + • • • ^ ^J- 

schliefsen. 

'Fürten eisten Angenblick möchte es- schönen« als sei die Anwen- 
dang dieses .Rennzeichens der Convergenz oder Divergenz nicht besendera 
bequem , weil man es wieder mit einer unendlichen Reihe, dem Reste, zu 

thun bekommt. Man kann sich aber dadurch helfea» dafs man zeigt, die 
Summe der Reihe 

^•«w» ^%¥t* • • • 
sei kleiner, al^die Semme einer anderweit bekannten Reihe und positiv ; 

nähert sich nun die letztere für wachsende n der ^uli, so. mufs diefs mit 

der ersten um so jnehr .der JB'all ücin. 
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£8 sei z. B. die Aeihe 

i + »Ti + rrrr* + iTsfrrg + « »/ 

«f ihn Gonvergens zn mitersiiebeB. Schreibt man für die liier stehenden 

Glieder u^, u^, ... u. s. f. , so ist 



"2.5 (ä + 2) ^" Ä + 3 (ä -f- 3) (^4^4) ^ I 

ihr wenn min die eingeUemmerte Reihe nach der Formel (6) $. 10 fSr 
1= ^ sommirl, wobei die Bedingung x<^i erMU ist, 



^ «• 5 . ... . (» + «) ' » — 1* 
Dl mm jene Somme «„^.^ -|~ ^ivfa 4~ offenbar posithr ist nnd für 

wichsende 7t der Ausdruck 

i 1 

2.3 (Jl + 2) * « — i 

seh tnbegrSnzt der Null nähert, so ist für unseren Fall 

folglich die Reihe 

III 4 
2~2.3' 2.3.4 '2.3.4.5 

oie eonvergente. Barch wirkliche nomerische Berechnung findet man die 
hmne derselben 

SS 0,718281828. . . 

Es ist leicht zu seheu, dafs diese Zahl eine' irrationale sein müsse, weil 

^ kleiner als die Einheit, aber keinem ratibnalen Bruche ^ g^ch sein 
^ Bafs diesefl»e ^ 1 sein müsse, erfaettt ani der einfhchen Bemeri^ung? 

2~2.3~2.3.4'2.3.4. ö~*** 
^2»2.2'^2.2.2^2.2.2.2^ 
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" * — - 1 oder < 1. 



Würe aber 

^ ■ ^ I ^ I * I 

* 

WO ^ einen ntionalen ächten Bruch bedeutet , dessen Zähler nnd Nenner 

ganze posiüre Zahlen sind, 6o mnlUplizire man beiderseits mit i . 9 • 5 . 
.... 9^ dann wird 

3.4.5»«.«^ -|- 4.5.....^ -|- ö . 6 . • . y . . . -|- 1 

11 1 

= 3.5.4 iq — i)p 

oder für 

3.4.5 jf-|-4.5 g , . , -\- i ^ JH 

2.3. 4. ..(^ — l)jpi5si^ 
WO Mui jyP und iV ganze positive Zahlen sind, 

1 1 

Die Sunmie der lleihe 

_i I i I i , 

y-Fr"*"(f+4)(y+2)"*"(y+i)(y+2)(y+5)"»" 

ist aber kleiner als die der Reibe 

i 11 

<7+ 1)* ^ (7+ 1)* ' ' 

i. h. 

— 1 oder 



mithin ein achter Bruch, weil q"^ i sein mufs. Es sollte also die Summe 
einer positiven ganzen Zahl M und eines ächten Bruches einer positiven 
ganzen ZaU N gleich aein. Da dieft nun nnmfi^b ist, so folgt, dbfs 
die Summe der ^eihe 

2 2T3 2T3T4 + ' • • 
eine imtbnale Grdfse sein mnfs. 
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Diese um 2 vermehrte Samme, also die Zahl 2,71828182 . . wel- 
che nun ebenfalls eine irrationale Gröfse ist, hat man aus Gründen, die 
sieb im Verkafe der ferneren Untersuchungen ergeben werden, «aeh zur 
Basis eines logarithmischen Systen» genanunen, welches man das natür- 
liche nennt. Die Zahl 2,7182818 . . . wird hier kurz nkit e bezeichnet, 
"wobei sich der Buchstabe c ein ähnliches Eigenthumsrecht in d^ Analysis 
erworben hat, wie der Buchstabe tc, als Stellverlreiep' der Ludolphscben 
Zahl in der Creomelxie. Die Logarithmen dieses Systems beifsen uat fir« 
liebe oder hyperbolische und werden entweder mit log, not., oder 
kürzer mit einem bloscn / bezeichnet, wobei man die Angabe der Basis 
weglälst. . ' 

. §. 22. 

Ver^cliimg TenAiedMier Raum mit der geoaetansolitii Ifngemnonk,' 

Obgleich das im vorigen Paragraphen angegebene Criterium für die 
Conyergeüz der Reihen ganz allgemein gültig ist, so wird man doch nicht viel 
damit ausrichten, weil die Anwendung desselben oft mit mannichfachea 
Weitläufigkeiten und Scbwieri^eiten verkniipft ist. Um nvta andere, be- 
quemere' Rennzeichen zu erlangen , hallen wir .^ns an ein ganz einfoebes 
Prinzip, welches in folgendem unmittelbar klarem Satze besteht: wenn die 
einzelnen Glieder der Aeihe 

« 

«1 + ««• + «S + «4 + • • - 

kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe 

«1 + + + «4 + • • • 
«nd nnd man schon weifs, dafs die letztere cönveigirt, so eouvergirt auch 

die erste; sind dagegen die Glieder der Reihe. 

«1 + "2 + «3 + "4 + • • • 

grofser als die , entsprechenden Glieder der Reibe 

*i + + ^3 + ^4 + . • 
von der man weifs, dafs sie diveigirt, so divergirt auch jene Reihe. 

Um dieses Prinzip anwenden z» können, müssen wir uns zuvörderst 
nach einer Reihe umsehen,, von welcher wir die Bedingungen der Gon- 
vergenz und Divergenz bereits kennen. Eine solche stellt sich uns in der 
geometrischen Progression 

1 + jr + X* + x» + X* -f- , . 
dar, von weicher wir wissen, &BfB sie für ar i eonveiprt, in jedem 
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anderen Falle aber divergirt. Diese Rdhe wird der Anhall^iiokt Gk eine 

weitere, sehr wichtige Untersuchung^» 

Wollen wir naa die Aeihe ^ 

•^o + «i+«i + «sH 

mit der geometriseiiea Phigresrion veigieiolien » so nriifirte sein fiir den 

Fall der Convergenz 

U^^i» Ug^^f U^^X'^, * * * \ 

oder (fiir x^i 

\ h ( 

«0 «i («2) («3) • • ' 

d. b. überhaupt für jede ^anze positive Zahl n 

1 

(tt^)"^ar, für dri<l 
und für den Fall der Divergenz 

Ho>i, «i>«, ttg>«», \ 

oder C für .9r>i 

\ i ( 

d. i. überhaapi 

fiiefs läfst sieb noch in etwas anderer Form aussprechen. Sei nämlich k 
die Gränze, welcher sich der Ausdruck (i^J" hei wachsenden n nähert, 

ao wird sieh immer eine ZaU n dergestalt finden lassen, dafs (u^)^ um 

weniger als eine gegebene kleine Gröfse von k differirt. Ist also ö eine 
solche Grölsc, so giebt es immer eine Zahl,» dei^estalt, dafs der abso- 
lute Werth fler Differensi ' • . 

(a,)« -iT it<d oder («J"<Ä + d 



ist. Da nun (tf|M.i)"^^ näher an k liegt, als (uj", so ist offenbar um 
so mehr 

Diefs siebt man aiicb geometrisch leicht ein, wenn mab für den Augenblick 

^ • 

(//„)« = <jp(«) 

setzt nnd diese Funktion coustruirt* Da hier Lim g>{n)=£k ist, so nä- 
hert sieh die Curve in Fig* 38 mehr nttd mehr einer in der £ntlnnnng k 
zn OX parallelen Geralden. Es wird siph also dn Werth OiV=: n finden 

lassen, für welchen NPs=iip^n) kleiner ist und bei wachsenden n kleiner 
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bleibt sds eioe gewisse Senkrechte 4~ ^» ^ beliebig kleine GröCse 
^zeichnet. 

« 

Ana den Mgea GläelHiDgtn folgt nu 

«,«* + *)• < (* + d)»*', B.I,f. 

Ist aber Ä: 1 , so wird man die beliebig kleine Grölse 6 immer so klein 
nehmen können, daFs auch ^* -|~ welches kurz mit x bezeichnet werden 
mSgtj kleiner als i bleibt, wie man auch dorcii Betrachtung, der Figur aa- 
^gibfieklicb bemerkt. Dann isl 

und zugleich x ^i. 
Wir habea folglich 

L i. < (1 -[- o: -|- a:'^ -|- . . . .) 

oder 



Daraus folgt niin 

klglieb eoivvei|[irt die Reihe 

«0 + «i + «'s + •'a + • • • 
■ach dem Salze des yorigen Paragraphen , 'wefl ihr Rest sieh der Noll 

nähert. 

So ide aber der absofaile Werth der DüFerenz (« — k kleiner ge- 
■acbt werden kami, als jede angeUNire GrOise, so gilt diefs offenbar aneh 

▼OD dem absoluten Werthe der Differenz k («i»)** Es ist also 

k — (uX < mithin (njT > k — d 

oder 

«,>(*^«)» 

md dienso um so mehr 

Ut aber A: ^ 1 , so kann man die beliebig kleine Gröfse 6 auch so klein 
tefamen, dafs k — welches kurz z heilsen möge, immer noch ^ i 
Ueibi , wie man andi. ans der Figur 33 sogleich ersieht. Es ist dann 

und zugleich x '^ 1 
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fblglicli auch 

> + , . I ^ 

4. i. 



mithia 



also diveigirt ia diesem Falle die Heihe 

«o + «'i. + «'t + «'a + '«' 
Wir haben daher folgendes Theorem: 

Bezeichnet k die Gränze, welcher sich der Ausdruck 
(uj* für waehsende « nShert, so conVergirt die Reihe 

^0+»i+ «2 + "3 + • • • 

wenn A* 1 , und divergirt, wenn A* ^ 1 ist. 
Dieses Theorem läfst fich noch unter anderer Form aussprechen. Nach 
§•8^ n. ist münlieh für waehsende n 

Lim [/(»)r = Lim '^'^j^^ 
Da nun der Werth des allgemeinen Gliedes u„ der obigen Reihe durch 

• 

seine Stellang in derselben bestimmt wird, so können wir es als Funktion 
des Stdlenzeigers n ansehen und dann ist für f(n) s=s 

k ^^Ldn {uJ^ =s Lm^ 

wäädn htabt jetzt der obige Sats: 

Bezeichnet k die Griinze, welcher sich der Ausdruck 

^^^±1 für Wachsende n nähert, so convergirt die Reilie 

«0 + «i + «a + «i + • • • 
wenn Ar^l, nnd divergirl, wenn k^i ist. 

Einige Anwendungen dieses Theoremes sind folgende: 

I. Für die Reihe 

ff ^ * 

hat man 

Lim SS, Lm 



also ist die Reihe immer eonveigent, was anch a sein möge. 
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_ « 

II. lim die Reihe ' . 

nil der allgemeiiieii sa Tergleicheii, nehme man 



so ist 



4 

=s Oy «I s t(j| =: - u. s. f. 



also A:= o. Für a^i couvergirt also die Reihe, für i divergirt sie. 

_____ • 

III, Vergleicht man auf ähnliche Weise die Reihe 
« + 2fl» -|- 3fl8 + 4a* + . . . 
mit der allgemein betrachteten, so ist 



tf. n 



('+:)• = 



also eonyeigirt sie fnr a ^ 1 nnd divergirt für a ^ 1. 
IV* Für die R<^ 

isi 

Xwn *52±l = Z«» (« + l)fl = 00 

für jeden Werth yon a, exd. as^O. Die Reihe divei|;irt alio immery 
was auch a sein möge; denn für as 0 redozirt sie sieh auf ihr erstes 
Glied und dann ist überhanpt gar keine Reibe vorhanden. Vergleicht man 
sie mit der in 1. betrachteten, so sieht man, dafs die Eigenschaft dersel- 
ben in Absicht auf ihre Convergenz das Umgekehrte von den £igenschaf- 
iiBa jener ist« so wie aoch die Goeffizientan der Potenzen ynm a in ihr die 
Umkehrungen von jenen «Coeiizienten smd. 

§. 23. 

Weitere fietrachtungen über die Convergenz und Diyergenz der Reihen. 

So lejcht nnd becpiem auch die Anwendung des im vorigen Paragra- 
]»hen bewiesenen Theoremes ist nnd so siäiere Entseheidnngen dasselbe in 

den Fällen <; 1 und ^ 1 liefert , so läfst es doch noch etwas zu wün- 
schen übrig , nämlich die Beslimmong der Convergenz oder Divergenz für 
' den FaU^ dafs ksssi würe. I>ann kann überhaupt die ganze Beweisfuh- 
rung nicht s^ttfinden»* welche sichiarauf stützt, dafs mata zwischen k 
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uad 1, also eutweder unter oder über k noch eine Zahl x anncbmeu kann, 
welche einmal = -|- jdas andere Mai — 8 war. In diesem Aus- 
Bahmsfidle A: = i kann man sich nun meisteniheils durch folgende BüraclH 
fangen helfen. 

Da wir alle Glieder der Reihe 

+ «1 + +«» + •• • 
als positiv und als snccessire abnehmend voransseKz^n, so ist offenbar 

«o = «o 

= 2«, 

n. 8. f. 

folglich 

<2(»o + «i + + •••) — 
Ist nun die Aeihe 

«O + «1 + «2 + «3 + • • • 

eine convergente, so ist ihre Summe S eine endliche bestimmte GrÖfse, 
mithin 

H + 2«i + 4«, + 8«r + 1614, H 

also die Snnune T der Reihe 

offeiibar auch eine endliche bestimmte GrÖfse , d. b. die Reihe convergiri* 
Ebenso kann man umgekehrt sagen, die Reihe 

«'O + «1 + + «3 H 

divergirt, sobald diefs mit der aus ihr abgeleiteleu der Fall ist, weil dar- 
aus folgl SiS — iio>7oder 5>|«o + ^ %^ch S unendlich, 

wenn T unendlich ist. 
Femer haben wirs 

t/o = Wo ' ■ 

««r > «r + + + «10 + 11 + «lÄ + ^18 + ^'14 

u. s. f. 
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«0 + 2«i + + ö«7 + + . . . 

> «0 + «1 + + »4 + • 
iL die Reihe Uq 8tt| 4~ ^* dmriprt, wenn die gegebene Reihe 

-f~ ^^*'* ^ergirt, und umgekehrt, die Reihe Uq ~F V^"}' 

de. convergirt, wenn die aus ihr abgeleitete convergirl. 
Fassen wir die vier gewonnenen Sätze zusanunen, so folgt das 

Die beiden Reihen: 

+ + + + «4 + • • 

oud 

sind zugleich eonyergent und diyergent. 

I Um also die erste auf ihre Convergenz oder Divergenz zu untersn- 
den, braucht mau diers blos mit der zweiten zu thun. Die Bedingungen 
fr die zweite sind zugleich die für die erste. 

fiiiie sehr bemerkenfiwerthe Anwendung hiervon ist folgende* Mia 
ritt 

1** a*^ 3«* 

s haben wir die Reihen 

«o + «1 + + «8 + • • • 

i** 2^' 5^ 4** 

■1 . 

«0 -f- s«i -}* ^"i *!* *f' 'B*!* H~ " * 

Unit man die klzlore unter 4er Form 

erkennt man in ihr eine geometrische Progression. Es ist also zu ihrer 
br?e^genz derselben ndth%, dafs 

2*^=:^<i, d.h. 

^ für ^ 1 dagegen divergirt sie. Die nämlichen Bedingungen gelten 
«a uu&ittelbar für die ursprüngliche Reihe. Also ist die Reihe 

L+L4.L+L4. 
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convergeiit für i und divergent für fi^l. Hieraus erkennt man 
z. B. ) dais von den Aeihen 



1 


+ 




L+ 




1 

1» 


+ 








i 


+ 






k + 


1 

5 


+ 


1 + 

• 


1 + 


1 + 



die beiden ersten convergiren, die beiden letzten dagegen divergireo. 

§. 24. 

Andorwttte Amhenreigkiduidgen. 

I. Die 'soeben geftmdenea Resnllale, wdehe die Conrngei» elff 

Divergenz der Reihe 

III 1 

1** 2*^ 5*^ 

vollkommen genau beurlheileii lassen, können nun selbst wieder als An- 
haltepunkte für weitere Keihenvergleicbungen benutzt werden. Hallen 
vir nHmlich die Reihe . 

tf ^ -f IC. 4- IT, -I h + (*) 

mit der obigen zusainiiietty so können wir sagen , dab die letztere eonvo^ 
^girl, wenn 

^1 ^1 ^1 

1«* 2«* a»* 

überhaupt u^^ — 
und zugleich, 1 ist.. Hieraus folgt nun noch , 



und wenn man beiderseits die Logaritbmea mmmt. 



foiguch 
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Hat also eine Reihe 'die Eigenschaft, dars der Quotient ^ 

(irölser als die Einheit ist and bleibt, wie grolSs auch ii werden mSge, so 
conergirt die Reihe, deren allgemeines Glied ist* 



Ebenso folgt aus 



im. 

log n 



loa (-) 



k nun hier fi , folglich auch der Quotient j kleiner als die Ein- 

bot, so divergirt die Reihe, deren allgemeines Glied durch dargestellt 

wird. — Diefs können wir zusammen so aussprechen: 

Bezeichnet k die Gränze, welcher sich der Quotient 



log 



fiir wachsende n nähert, so eonvergirt die Reihe 

«1 + '^2 + «3 + «4 + • • • 

wenn A: 1 , und divergirt, wenn k ist. 
Um diefs z« B. auf die Reihe 

rip + rpi« + iT^ + • • • <*> 

viawendea, ist 

1 — * +ü! — L 4. « 



/o^ n log n 

Ist hier a ^ 1 , so nähert sich der Quotient rechts beständig der Null ; folg- 
lich divergirt in diesem Falle die Reihe (3). Ist dagegen a ^ 1, so setze 
1 

Ma a wo nun b^i ist, so wird 
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fol|^b 



log n hgn * hgn 

woraus mau unter Anwendung des Theoremes II. §.8 für log n=zx erhält 



iogn 

folgüch epavergirt die obige Reihe (3) für a ^ i. 

n. Zu einer lUideren Reihenvergleichuu^^ führen folgende Betrach- 
tungen. 

Es sei die Samme der Reihe 



4 4_ ^^0 "~ ^0 I ''i — ?o I ^2 ~ ^2 ^0^1 I 
*o ^1 **o"^ *a '*o*i 



(4) 



I "^n ^ "0 " I "2 • • • "w~i 

aufzusuchen , in welcher , , . . . a«? ^o« ^1 ' • • • ^» ganz 
beliebige GröDsen bedeuten* , Führt man die hier angedeuteten Divisionen 
und Mnhiplikalionen wirklich ans, so erhSlt man 

i_ «1 ^'a flpfli ga"» «n-A 

" yo^i^»* "*« ^0 ^1 *a • • • 
wobei jedesmal diejenigen zwei Glieder in eine Parenthese eingeschlossen 

worden sind, welche ans einem Gliede der zn smnmirenden Reihe her- 
vorgehen. Es hebt sich hier Alles bis auf das erste Glied der letzten 
Parenthese, und so ist nun die Summe gefunden 9 nämlich 



00 <i|^ . . . 



*o *i *t • • • K 

I fl« — K ^ flp « 1 gg . « . fln^t 
' * ' *n * *o ^> • • • ^11— I 

Diese rein identische Gleichung kann einerseits ^nr Verwandelnng von 
en^chen oder unendlichen Ptodukten in Reihen benutzt werden , läfist 

aber andererseits auch eine Anwendung auf die Convergeuzbestimmung 
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mancher Reihen zu. Für das iietziere ist besonders folgende Sohstita- 
tioD TOB Wichtigst: 

Man erhält durch sie ' 

« (« + y) ("^ + 2y) " • + ^y ) 

I « — P I "—ß « I «— «(«+y) I V /ftx 
-^ + -7~ + ^-^ + ls + 2y i8(H-y)* •••^ W 

. c — /? a (et ~\- y) . , . (cc -f- it — 1 y) 

* * ... (ß+ü^7) 

Da diese €fleiehong eine Mose Identität darstellt , so mnCi sie gelten, 

wie grofs auch die Zahl n sein mag. Links stehen n-\-i Faktoren, rechts 
7t -f- 2 Glieder; lassen wir also ?i ins Unendliche wachsen, so wird die 
Aeihe eine unendliche. Diese wird convergiren oder divergiren, je nach- 
dem der Werth ies Produktes links sich einer endlichen Griinze nähert 
oder nicht. Ohne nun zu untersuchen, in welchen Ffllen diefs im Allge- 
meinen statt findet, können wir leicht hemerken, dais diefs immer gesche- 

■ • 

hen wird, wenn ß^a ist. Dann ist nämlich ^ ein fiebter Brueh| ebtnA» 

sind ^^T-^ n. s* f* sämmtlich Sehte Briehe,. die sieh ziudeicb 

fortwährend der Einheit nähern. £s ist nun 

« (a y) « 

W+y) ß 

P(P + y)"(/J + 2y) ^/J(^ + y) 
u. s. f. 

Je mehr Faktoren man also von dem Produkte 

«(*^ + y) (*^ + 2y) . . . (« + «y) 
' " ^(/3 + y)(i5 + 2y)...(^ + «y) 

nimmt, desto kleiner wird dasselbe*). Indessen beträgt die Verminde- 



*) Man daif Uenm nicht etwm schSerNn traOeo , dab diesw Fkodukt dch 
giüiist d«r Noll nähere^ 8o s. B. ist das Flrodidct 

Qi* ~~ o — o g* — ' g g***' -— n 

i • ä»"- i • a« — 1 : • • • o»^» - i 

worin a ante positlTe ganze Zahl badaotat^ aui FMdofct von lanter iuhtaa BrÜchan. 
Daasdhe Ulkt aiiih aber andi ao admiben :• 
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rang immer weniger, weil jeder nächstfolgende ächte Bruch näher an der 
Einheit liegt, als der vorhergehende. Der Gränzwerth des ganzen unend- 
lichen PlroduklM kann daher nur eine enuikhe dföfae seiib Wir Juni* 
nen nock bemerkea, ^als dieeelb# aneh eine l^ettimmte aieiAmtee, d. h. 
dafs jenes Phidnkt sieh einer festen Grinze nSherl nnd nicht etwa bei 
wachsender Faktorenzahl zwischen zwei Gränzen hin und her schwankt, 
wie die Gröfse sin je bei wachsenden x zwischen i und — 1. Denn 
jenes PhMlakt stellt immer die Summe der Reihe auf der rechten Seite dar 
und 'diese Summe kann nur eine sein, auch wipniL die Reihe ins Unend- 
liche TßriSngert gedacht wird. Nehmen wir also: 

/&» «(« + y) • - + _ p 

to.wird noch 

1 1 «1 I «(«+y) < , «(«+y)(«+gy) ] 
ß'^r ß-i-r ßlß^) ' ß+^r'^ßiß+m+^y) ' ß+^y'^ *L 

folig;Iich auch diese Reihe connergeut für ß^a. 

Setzen wir noch a -f" 7 iur so folgt unter der Bedingung ß^a 
*|> y duroh Multipfikation mit «: 



(8) 



folg^ch ist die Reihe convergent inr ß^o-{-]f. 

Man kann ans dieser Gleichung selbst wieder den Werth von P be- 
stimmen. Wäre nämlich P eine endliche Gröfse, so mülste wegen der 
Ungleichungen für |3 :> «, 

(a— l)a . ^« _ I • SiTTI «• — i ' «»^-i ^ 1 " a^^i ^ ± 

1 



1 

o = 

Diefs nähert sich aber für wachsende n der Gränze So findet man z. B. hier- 

nadk for aas 2 

1_26 14 3062 
2~3*7 T5*31'63 

d. h. das Pndnkt niQi«rt ndk doroh foitwflinnde Ahnahiyi dar Gnaia ^< 
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ß^ßiß + Y) + 

/J(P+r)^/»tf+r)(l5+sr)... ^-'-^^ 

a. t. f. 

« , « (« + y) , «(« + y) (« + 2y) , 

? f^tf +y) /JOJ+y) +2y) 

Wie klein Dun auch P sein möchte, so würde es doch, hipreichend viel- 
mal genommen , jede angehbare Zahl übersteigen können, es müfste alse 
die Summe der Reihe links ebenfalls gröfser als jede angebbare Zahl wen- 
den, WAS der Gleichung (8) widerspricht. Ks ist mithin P^O oder für 

Um «(« + y) (« + 2y)... (« + ^y) ^ 

i3tf + y)(^ + 2y)...(i34.«y) ^ ^ 

Durch Einführung des Werthes P= 0 verwandeln sich nun die Gldchun« 

gen (7) und (8) in die folgenden: 

4 , « _i . «(«+y) 1 I «(«+y)(^+ 2y) i 

P"^^ • /^+y"*"<^tf +y) • /J+2y"*" +y)(is+2y) * /^+3y "*~ ' ( 

(lo; 

jjf-^, (für 



? _i_ *^ + y) I «(fl^ + y) (flt + ^y ) , 

<J (<J + y) V ^ (/3 + y) + 2 y) 



(11) 



womit zugleich ein Paar sehr einfache Reihensummen gewonnen sind« 
80 erkennt man z. B. aus der Gleichung (7), dafs die Reihe 

1,1 1,1. 5 1,1. 5. 5 1, 

2 + 4 + 2T4T6 's"*""- 

eine convergente ist. Daher convergirt auch die folgende, weil ihre , 
Summe offenbar das Doppelte Ton der Summe der vorhergehenden Reihe 
(14) ist, 

.,1 1,1.3 1,1.3.5 1, 

* + 2-2 + ^'3 + 2r4T6 ST -- ^**) 

Das NämUche gilt offenbar auch tob der Rßihe 

8* 
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^2 3 ' 2.4 5*2. 4. 6 7 * ^ ' . 

da ihre Glieder einzeln. ideioer «od, als die der Reihe (13). 

Ebenso überzeugt man «dl miUekt der Formel (7) leicht, dals die 
Reihe 

eonvergirt. -Diefs mufs also noch mehr. mit der folgenden der Fall sein: 

1,2 1»2.4 1,2.4.6 1, , . 

4 + 3 6+375-8 + 3T5T7 iÖ T 
deren Cilieder kleiner sind als die entsprechenden der Reihe (15). Es folgt 
hierans, dafii.anch ilie Reihe, welche das Doppelte von (16) llarstellty 
nSmfich 

1,2 1 2.4 1 , 2.4.6 1 - 

2+3-3 + 3T5V4 + 3T5T7 5 + • • • 

convergiren müsse. Daraus erkennt man ferner noch die Convei^genz der 
Rmhe 

2 + 5 • 4 + 5T6 • 6 + S.6.7 • 8+ 

deren Glieder kleiner sind, als die entsprechenden Glieder der Reihe (14)« 

§. 35. 

Rohen mit vedueliideB Gliedem« 

Die Aufgabe über die Entscheidung der Gonvergenz oder Divergenz 
solcher Reihen, in denen nicht alle Glieder positiv sind, kommt im AUgc- 
,meinen auf die schon behandelte Angabe zurück. Denn man übersieht 
l^eich, dafs eine Reihe mit Gliedern von -rerschiedenen Vorzeichen con- 
vergiren müsse, «sobald diejenige convergirt, welche man daüiirch ans ihr 
bildet, dafs man von allen Gliedern die numerischen Werthe behält und 
diese sämmtlicb mit, gleichen Zeichen zusammensetzt. So wird z. B* 
die Reihe 

«• + «1 — «a — «8 + «4 + «6 — • • • 

in welcher die Glieder paarweis positiv und negativ sind , und worin die 
Gröfsen u^y u^y etc. selbst als positiv angenommen werden, offenbar 
eine convexgirende seini wenn die folgende 

«0 + «1 + + + «4 + «a + • 
convergirt, und ebenso in Jedem anderen Falle. 
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Habeu je jcwei auf einander folgende Glieder cutgegeogeselzte Zei~ 
cheu, ist abo die Reibe von der Form: 

«0 — «1 + «« — *8+«4 — (^) . 
iiod isl flie zog^eh eine Mende, also «o^«i^Vs endlieh 

Idm (Un) = 0, so kann Bum Ideht emsohoB, dafs dieselbe überhaupt con- 

vergirt. Sie läfst sich nämlich auf zwei verschiedene Welsen schreiben, 
die sich gestalten wie folgt 

«0 — («1 — ««) ~ («s — «aX^ («) 

«o — «1 +(«a — «s) + («4 — «•) + («) 

Da- nun der VonnuielzuBg naeh Uq^u^^ «« etc. , la sind die 

IKffepenzen. 

Vg — tfg 9 — ^5 » ~~ ITy , • . • 

sHmintUcli positiv und es folgt dnreh Vergleiehnng yon (1) mit (S) oad (5> 

<: Wo und > «0 — «i ' 
Die Summe der fraglichen Reihe liegt also zwischen zwei endliehen GrÜn^ 
len» mithin ist die Reihe seihst eonveigent» 

INeset Kennzeidien for die Gonvergenz der Reihen mit weehsdnden 

Gliedern greift weiter, als das zuerst erwähnte. Durch das erste würde 
mtn z. B. über die Gonvergenz der Reihe ^ 

*-S + S-i + 5--- <»> 

niebt ins Klare kommen,, weil die Reibe, websbe entsteht, wenn alle Glie- 
der positiv genommen werden, nSmlieb' 

. * + l + l + 5 + i + - 

dhreigirt-; dagegen belehrt uns das zweite Theorem, dais die Reihe (5) 

convergirt und dafs die Summe derselben zwischen 1 und - liegt. £bettSo^ 
leicht überzeugt man sieb von der CTonvergenz der Reihen^ 

J Lj-J.-. JL j. 

v\ v\ VI V^4. * * * 

1 L.4..J L.+ 



die, ebenfalls mit gleichen Zeichen genommen, divergirend werden^). 
*) In «lt«Na Wedcen findot man vitkri« über die Vcnrandafains ^km^amüm 
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Als Beispiel für die Anwendung der sämmtliehen Ctnvergenzregeln 
woUen wir die Aeihe 

in wdeber j» und x beHebig« CMm bedeuten, auf Uue Coavergenc oder 

Divergenz untersuchen. 

Bedeutet ^ eine ganze positive Zahl, so nmis sieb unter den Zaiilea 
i, 8 etc., welebe suceessive im Nenner abgesogen werden, auch ein- 
mal eine finden, welebe dem ft glekh ist. Das Glied, in welchem diefs 
vorkommt, hat dann den Faktor ft — |u = 0, verschwindet also und Jas 
Nämliche geschieht mit allen folgenden Gliedern. Die Reihe (6) wird mit- 
hin für den Fall eines positiven ganzen f» eine unendliche, kann also dann 
auch nur eine endliche Snaune haben. 

Ist aber ft keine ganze positive Zahl, so bricht die Reihe nirgends 
ab, wird also eine unendliche und macht nun eine Untersuchung ihrer 
Conveigenz nöthig. Hierbei benutzen wir zuerst das Theorem in §. 21, 
für dessen Anwendung in unserem Falle 

ist. Bs ergiebl sieh hieraus 
mithin 

also das t in jenem Thsoreme as dr« Sollnnn der abiolnte Werth von 

Bcihiit b eonvaprende, «odnroh Bau db Smmnea der dirergimidea Sdhen aafB»^ 
den wölke. Diese Tramfonnatioiieii zeigen aber niemals, was sie sollen. Es wird die 
divei^gente Reihe nicht in eine andere, mit ihr identische und convergente umgeformt, 
deon das ist geradezu unmöglich, sondern man leitet aus der divergenten euie andere, 
von ihr ganz verschiedene Reilie ab , die nun recht wolil convergiren kann. Es ist 
dieCs eine Idstorisch sclir merkiRÜrdige Tiiuschung, die sich aber in jedem noch so ele- 
gant aussehenden Falle leicht vernichten läfst. 

*) Dafs hier der Quotient negativ wird, zeigt, dafs von einer Stelle an ein Zei— 
rhcnwechsel in der fraglichoi Reihe eintritt, wie anch in den folgenden Betrachtungen 
bemerkt wird. 
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i kleiner als die Einheit bleiben , 8o mufs diefs mit dem absolaten Wertbe 
Ton X der Fall sein, d. h. es mufs x zwischen den Gränzea und — 1 
liegtt, wasmandiireh«f-i^^^"^i kaoB. dagegm 

kt absolnle Werth yon x gröto als die Eialieit» ae divetgirt die Rdhe 
(6) ganz Bieber. Wir haben niio noeh den Fall en betraditen , in wel- 
chem X absolut genommen = 1 ist. Diefs giebt folgende Betrachtimgea ; 
, 1) £s aei o: = 4" 1 9 ^ ^ poaitive ^ die Aeihe (^) der folgea- 
den glei^fa 

* + i+-T72"+ 17273 + 

Da nun fi hier nicht ganz ist, so wird es im Allgemeinen aus einer 
guizen Zahl und einem Bruche bestehen, wird also «wischen awei'auf 
cmander folgenden Zahlen p — 1 nnd p liegen , so dafa fc — ji-— 1 noeh 

positiv ist^ dagegen (i — p und f» — p-i-^ negativ sind. Die obige 
Aeihe ist dann offenbar 



— * + 1.2 + ITiTTT^ 

_ y» — 1).. — l)(p—fi) 

. f*(f*— ■!)♦.. — /» — 1) — f t ) (;^ — ^+ 1) _ 

1 .2.../>(//+l)(/^ + 2) 
so dafs von einer gewissen Stelle au ein Wechsel der Zeichen eintritt. 
Beseichnen wir nun die jedenfiills endliche Summe der p eisten Glieder 
flut Sp, so ist diese Reihe * 

•^•^'"^^ 1727^7 L i'+i"^ (H-i;>+ä) J^^ 
Die in Parenthesen stehende Reihe eonvergirt nun jedenfalls; denn wenn 

mau in Formel (8) tt = p — jit, ß = p -\- i , y=i setzt und bemerkt, 
dafs die Bedingung pp^a-f-y hier immer erfüllt ist, so bemerkt man, 
dafs die Reibe 

f'+i"^ (p+^)(p+^) (;'+i)(/'+2)(/»+3) 

eine convergente ist. Es mufs also um so mehr die Reihe 

/'H-i (z'+a) (z'+i) (/'+«) (p+s) 

folglich auch die in (6) eingeklamiaerte Reihe coovei^en. 
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Der ganze mil (8) bezeichnete Ausdrack ist demnach eine endlicbe 
Gröfse, d. h. die Reihe (7) coavergirt für jedes positive fi. 
Wäre aber in (7) (l negatiy, so bätte man statt dessen 

and diese Reihe kann nur convergiren^ wenn f» ^ 1 ist, weil für fi = 1 
idle Glieder einander gleich und für fi ^ 1 die Glieder immer grSlkem 
werden. Ihre Convergenz folgt in jenem Falle ans §• $4 und S. 116, 

Die Reihe (7) convergirt also für alle positiven ft und für solche ne- 
gative, welche <^ 1 sind, was man kurz mit oo ^ i/t^ — i be- 
zeichnet. 

S) Füt xss^i geht die Reihe (6) in die folgende über 

+ — ^ iTaTs + ••• 

Ist nnn wieder (i positiv nnd zwischen p — 1 und p gelegen, so' ist 
4»B Reihe 



, f*(?*— 1) ,. . ft(ft— l)(f* — 2) (ft— 
l"*" 1.2 1.2.3...P 

. ft(f*— 1) ■■• (fi— — 1) (;> — ft) 

* 1. 2.../?(p+l) 

. f*&t— 'jg — D — (y — j 

^ 1.2...;>(p+l)0>-|-2) 

oder wenn die jedenfalls endliche Summe der p ersten Glieder mit Sp be- 
zeichnet wird, 

""^•^ iT2...,, . L (H-«)(/+«r+ : J 

Die eingeklammerle Reihe convergirt aber nach §.24, 8, wenn i 
^ P — "t" ^ '^^9 ^^^^ immer statt findet. Die Reihe (10) conver- 
girt also fSr jedes positive f». 

Ist aber negativ, so hat man statt der Reihe (10) die folgende, in 
der f& positiv ist, 

* + 1 + -iT2~ + ±72rrs + • • 

Ihre Convergenz kann nur dann statt finden, wenn die Glieder kleiner 

werden, was einzig und allein für gebrochene jti statt findet. Allein auch 
dann conveigirt sie .nicht; denn setzt man in §. 24, 8 a = f*, /}= i, 
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jrs i, so müfste i^^- «, d. h. s*""^» '^c^' möglich^isl, 

weil fi hier als positiv angeseheu wird. 

Die Reihe (10) convergirl also^bba für jedes pontive |i. FaAseo 
wir das Bisherige zusammeo, so kSnnen wir sagen: 

Die Reihe 

^1 ^ 1.2 ' 1.2T3 
welche ooter der Voraos^etziuig eines nicht , ganzea nnd positiven fi iips 
Unendliche fortlSnfty convergirl fiir jedes f», wenn -|-1 ^a?^ — 1 
ist; für r= 4" * niufe + ^ > — * wid für x = — 1, 
-j- oo p> fi 0 sein* 

Sie Beduumgan nUt naendlidim Bdhai. 

Wir haben früher angedeutet , dafs es eines der wichtigsten Geschäfte 
der Analysis sei, unendliche Reihen zu sanuoiren; diese Aufgabe kana 
natürlich nur dadurch gelöst werden, dals man mit den fraglichen Reihen 
Tevschiedene Rechnnogsoperationen vomimmly wpbd auch der Fall eintre- 
ten kann, dafs man nnendlicbe Reihen zn addiren oder zn multipliziren, 
oder sonstige Hülfsmittcl des Calcüis auf sie anzuwenden hat. Bevor wir 
aber derartige Untersuchungen vornehmen, haben wir die Frage zu beant* 
werten, mit welchem Rechte man solche Recbnnngsoperationen mit un- 
endlichen Reihen vornimmt nnd wie weit die Befugnifs dazu reicht. Diese 
Frage ist defshalb nothwendig, weil uns die Arithmetik blos mit endtichen 
bestimmten Gröfsen oder Polynomen von endlicher Gliederanzahl rechnen 
gelehrt hat, hier aber Ausdrücke, welche ins Unendliche fortlaufen, dem 
Galciil unterworfen werden sollen, und wollten wir jene Fragje nubeanl- 
wortet lassen, so triife die Analysis der Vorwurf einer ganz wiUknhilichen 
Ausdehnung rein arithmetischer Rechnungsoperationen, die vielleicht in 
manchen Fällen zu höchst widersinnigen Resultaten führen könnte*). 

Über die Befugnifs nun , mit unendlichen Reihen nach deu Regeln der 
Arithmetik zu rechnen, haben wir Folgendes zu bemerken. Alle bishe- 
rigen Rechnungen beschäftigten sich mit Gldchungen nnd selbst da, wo 

'*') Und m der 'HiKt anch d«8u gdabit hat, woUea w noch hinsasetsen. Das 
bislier m OeutscUand äbliche hödist imkritisclie Vedabren hat die an und för sich ao 
einfiMhe Lehre von den ReShen m emem wiikUeh eataebdiohen Grade der Ve n fonen- 
hflit gdüradit* ^ 
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Ungleichheiten eingeführt wurden, geschah diefs nur zur Ausmitldung von 
Gränzwerthen , welche sich zuletzt doch wieder in Gieichangen ausspra- 
dieD. Wir kösnea aber aneli im voraus sehen, daCi wir in d^ Analysis 
niemals mit etwas Anderem zn thon haben werden, wenn wir nns nicht 
auf ganz unbestimmte Beziehungen der GrOfsen unter einander einlassen 
wollen. Wir suchen nämlich den organischen Zusammenhang der ver- 
schiedenen Gröfsenverkniipfungen, die Gesetze, nach welchen sich diese 
oder jene Funktion bildet, sobald ihre VerSnderliehe in bestimmten Wer- 
dien gegeben ist n. dergl. m. Die voIlBtÜndige Auflösung dieser Aufgabe 
raüfste natürlich darin bestehen, dafs man allgemeine Regeln bekäme, nach 
welchen man in Jedem Falle eine verlangte Funktion entstehen lassen, 
folglich auch numerisch berechnen könnte, und diefs kann auf keine andere 
Weise als dureh eine am Faden der Gleichungen fortlaufende Betrachtung 
geschehen. Es liefse sich wohl auch eine Analysis denken, welche sich 
mit unbestimmteren Beziehungen , etwa Ungleichheiten , Ähnlichkeiten 
11. dergU willkührlicben Relationen beschäftigte, aber diese würde nur von 
ganz untergeordneter Bedeutung sein, da man in das Wesen der Gföisen- 
veiknüpfungen offenbar durch Gleichungen die Uarste Einsicht bekommen 
mufs. Ohne also die Versuche , welche von so schwankenden und unter- 
geordneten Standpunkten aus gemacht werden könnten und gemacht wor- 
den sind, weiter zu beachten, wollen wir uns jetzt nach den Racbtstitehi 
umsehen, unter welchen uns die Rechniug mit unendlichen Reilien er- 
laubt ist. 

Zuerst erbellt, dafs wir die divergenten Reihen aus analytischen Be- 
trachtungen ganz ausschliefsen müssen; denn da unsere Analysis sich mit 
Identitilten beschäftigt und divergente Reihen keiner bestimmten Ckröbe 
identiseh sind^ sondern sich dem Rechner unter den fißinden beständig än- 
dern, so mufs hier jede weitere Betrachtung auffiören; alle fernere Rech- 
nung mit ihnen, welche sich ohnehin nur auf die Hypothese stützt, da£s 
hier die arithmetischen Regeln noch anwendbar seien, ist ein Hemmtap^ 
pen im Finstem. So bleiben uns niur die conveigenten Reihen und bei 
diesen lassen sich die Umstände , unter welchen man mit ihnen rechnen 
kann , leicht aus der Lehre von den Gränzen herleiten. Wir haben näm- 
Jich folgende Hauptsätze: 

i) Die Summe zweier convergenten Reihen ist selbst eine conver- 
gente Reihe. Denn wenn 
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= «0 + «1 + «2 + • • + 

»o + »i + »iH + ^1 

isl, worin mid Fanktionen toü n sind, wdcbe sidi fnr wachsende 
II endli^en bestinunten GrSnzen nShern , so ist 

^0 + ^0 + ^1+^1 + " + 

= '\ + Qn 

folgücb durch Übergang zur Grünze fiör unendlich wachsende n 

«'o + ^0 + «1 + «'i + + ^« + • • • 

= Lm (P„ + ()„) 
d* b. gleich einer eodUchen GrÖOse, milhin die Reihe Uaks convergeut. 

2) Das Produkt zweier convergenlen Reiben mit lauter positiven 
Gliedern bildet wieder eine convergente Reihe. 

Um eine bequeme Übersicht über die Partialprodukte der Mnltiplika- 
üon ztt haben , wollen wir die beiden Reihen nach Potenzen einer beliebi- 
gen Gröfse X fortgehen lassen und setzen 

(>.„ = ^o + *i^H-^2^* + "- + ^«*** (2) 
Das Pk^dukt von beiden Reihen ist: 

+ 

+ («O^.n + ^1 ^.1.-1 + + «,»-1 *l + ß««*o) } 

+ 

+ K»-! Kn + «2«*«— i) 

Bezeichnen wir die Summe der » -f- i ersten Glieder des Produktes, 
also 

= «0 *o + («0 ^1 + «1 *o) ^ + («0 *2 + «1 ^1 + fl« *o) + • • • j m 

• • • + («o ^» + S ^.•-i + • • • + + *. J ' 

80 ist ' 

weil P,»Q,« aufser dem, was in S,^ sich findet, noch die Gffeder mit 
a:***% a:*" enthält, welche positiv sind, da alle Glieder der 
Reihen (1) und (2) positiv angenommen werden. Muitipiizirt man dage- 
gsa die Reihen 
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Q, = b^ + b,x+b^x^ + ... + b^x- (7) 
welche « Glieder weniger enlhaUen, als die in (I) und (3), so eriiiUi 
als Arodokt 

«0*«+ («0^1 + «1^0)-«^ 
+ («o + + H 
+ 

und aus der Vergleidinng desselbenrinit (4) ergiebt sieb 
£s ist also zusammen mit (5) 

Lassen wir nun n ins Unendliche wachsen, so werden die mit P^^ und 

Qu bezeichneten Reihen zugleich unendliche ; bezeiehneB 
wir ihre Summen mit P und welches hier wegen der Convergenz je- 
ner Aeiben endliche bestimmte Gröfsen sind, so ist 

Lm = LmP^ = P 

Die änfsersten Gränzen in der Ungleichung (9), zwischen denen S^^ 
liegt, rücken also dann immer näher an einander und es mufs folglich sein: 

Lim S,^ = PQ 

d. h. die Summe der Reihe (4) ist endlich, folgUch die Reihe eonveigent 
und ihre Summe gleich dem Produkte der ihre Faktoren bildenden Reihen- 

summen. 

Hörten die Reihen (1) und (2) mit ungQradstelügen Gliedern auf, 
d. h. wären sie von der Form 

«0 + «1 H h + + 

so bezeichne man sie mit 

und setze diefs in dem vo^gen Beweise für P^^ und Q^^, so reduzirt man' 
diesen Fall auf den vorigen und kann ndn allgemein sagen: 
Wenn die unendUohen und conyerg«nten Reiben 

nur positive Glieder enthalten, so ist ihr Produkt identisch mit 
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«0 ^^0 + («0 *1 + «1 ^ + ('^0 *2 + «1^1+ «2 ^o) + • • • (12) 

und das Produkt ihrer Summen gleich der Summe dieser neuen Reihe. — 
In dieseiii Falle also isi die MulüplikatioE nach den R^eln der Arithmetik 
gtradeza erlaubt. 

Die soeben gefShrten Schlüsse finden aber gar keine Anwendung mehr, 
wenn die Reihen (1) und (2) auch negative Glieder enthalten. Denn in 
diesem Falle kann man nicht sagen, dafs >S^an^^s«Qs» ^^i^ die 
Glieder j welche P^^ Q„» mehr enthält, als S^^ zusammen so viel Nega- 
tives geben kSnnten, dab P«» Q,« glddi oder gar kiemer als S^^ wurde 
und ebenso wenig könnte man behaupten, dafs S^^ ^ Pn Qn ^^i* — Sind 
die Glieder in den Heihen (10) und (11) mit wechselnden Zeichen verse- 
he, also a^y a^etc. positiv, a^» a^, etc. negativ und besitzen 
diese neuen Reihen 

^ «o — «1* + «8** + ••• (13) 

*o — *i * + *a — *3 + • • • (14) 

die Eigenschaft, convergent zu hieiben, wenn man ihnen durchaus positive 

Zeichen giebt, so läfst sicli die Sache leicht entscheiden. Denn in die- 
sem Falle ist die Reihe (12) convergent, folglich ist es um so mehr die 
folgende 

«O *0 — («0 *1 + « l *o) ^ + (^0 *2 + «1 *l + «2 *o) ^* — • • • (15) 

welche das Produkt von (13) und (14) ist, mithin gilt dann der Satz noch. 

Haben dagegen die Reihen (13) und (14) die Eigenschaft, divergent 
zu werden, sdiald man die Glieder auf ihre absoluten Werthe rednzirt, so 
läfst sidi auch die soeben gemachte Betrachtung nicht anwenden, also 
niehts beweisen. In der That erleidet dann auch der Satz Ausnahmen, 
wie man aus dem folgenden Beispiele sehen kann. 

Multiplizirt mau nach der gewöhnlichen Weise die Reihe 
i 1,1.1, 

~tz n I 1— — -4 — r • • • (lö) 

Vi V2 V5 
mit sich selbst, oder was das Nämliche ist, nimmt man die Reihen (13) 
ond 1(14) gleich der vorstehenden und x = 1 , so erhält man för die Reihe 

(15) die folgende: 

Vi ViJ V5 V».« vä/f 

-r^ + l~z: + ^rr:z ( 
V4 vm v%.i yJ ) 
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deren aUgemeines Glied , abgesehen vom V orzeicbeü, uuter folgender 
Form steht: 

_j_ _|_ 4 H 4 "t" • • • H 4 — t — TZ 

Vn V{n 1) . 2 — 2) 3 (n — 1) V^« 

in welcher man sich die einzelnen Sommanden dadarch entstanden denken 
kann, dafs man in dem Ausdrucke 

i 

.l>(ir=5ÖÖHR ^^^^ 
für p der Reihe nach 0, 1, 2, ... « — 1 setzt. Nun ist aber immer*) 

(•—f) (/- + !) < (19) 

Denn man setze = ^ + wo nun g jede beliebige Gröfse bedeu- 
ten kann, so erhält man 

also in jedem Falle weniger, als wenn man p = ^-H-i gesetzt hätte, 

2 



wodurch ^""^^^ herausgekommen sein würde. 
Aus der Gleichung <19) folgt nun 



mithin 



fo]g]ich fürpssO, 1, 2, ... n — i. 



*) Hui fiod^ diel« Iddit, wwii wui die Sadie geomeblidi bdiaditit. iWi tt| 
denke sich n—p und p+i, worin p gua beüdng Min kann, ab Seiten einee Reclit-> 
ecke, eo trt (n— p) (p-f-1) Mm bdnh, und n^p 4. p^.^ » n+ 1 «ein Umfang, 
irdcfaer Uer in Bes^g enf p oonstant xrt. Unter allen Rechteciken Toa gleichem Um- 
fimge bat aber das Quadrat den gfö'Citen Inhak; fgr dieses eind die Seiten gleich, oder 

«— P = p + 1, woraus fol^ p =s —5—. Dieser Wertb toi p giebt ako das M f i ^ 
rann des Amdnuib (n— p) (p 4~ 1) 
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, ^^- ^ — + . * +•••+ / * +4- 

Vn 1).» a).5 V%.(n—i) Vm 

■ n 

Hieraus ei^ennt man, dafs die absoluten Werihe der einzelnen in der 
Reihe (17) enthaltenen Glieder bestHndig wachsen und dafs dieselbe, wenn 

m zienlich iprafs ist, wo man - weglasstn Imn, Ton dem aten GUeda 

an UDgeiahr ebenso divergirt wie die Reibe 

Gleichwohl war die Reihe (16) convergent, aber sie würde eine diver- 
gente geliefert iMiben, wenn man die einzelnen Glieder sämmüicb positiv 
fOBommen h&tte. 

Man könnte glauben, die oben gezeigte sonderbare Erscheinung sei 
ein Beweis dafür, dal's divergente Reihen endliche Summen haben könn- 
ten, und könnte in unserem Beispiele das Quadrat der endlichen GröDse, 
welohe die Summe der Reihe (16) ist, für die Summe der divergenten 
Reibe (17) ausgeben wollen. Sieht man aber genauer bin, so wird man 
im Gcgentheil gewahr werden, dafs dieser Schlafs ganz falsch und die 
ganze Rechnung nur ein Beweis dafür ist, dals man Rechnungsüperatio- 
nen, die für eudliche bestimmte Grölsen gelten, , nicht ohne besondere Vor- 
sicht auf unendlich fortlaufende Ausdrücke anwenden darf. 

Das yollsländige Produkt der als convergent vorausgesetzten 
Reihen 

und Ä<^-f-^t* + ^a«*+*BJf' + ••• W 

wäre nämlich 

+ C2*o^* + «ü*i^^ +««*a^* + «2^s^* + ... 
• -i-Äj^o** +«»*!** + «t*a^* -Jtä,^,«« 4-... 

.+ •••• ; • 

und diefs giebt in der Tbat immer ebe eonvergente Reihe, sobald man 

die Glieder in horizontaler oder vertikaler Richtung zusammen- 
nimmt. Aber so ordnet man die Glieder nicht; man bringt sie in dia* 



(22) 
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goualer Richlung zusammen, iudem maa immer diejenigen Glieder suchte 
welche gleiche Polenzen von x enthalten. Diese Anordnung ist eß^ g 
welche den Fehler herbeifährt. Man nimmt gewissermafsen immer nur 
die eine darch die Diagonale abgeschnittene Hälfte von dem Qaadrate, 

welches die sämmllichen Glieder des Produktes bilden und bekümmert sich ^ 
um die andere Hälfte nicht. Wird nun diese immer kleiner , je weiter 
man mit der Diagonale herabrückt , so ist eine solche Anordnung eriaubt, 
wird sie aber immer gröfser, wie in unserem Beispiele, so ist diese An- 
Ordnung falsch , weil sie vernachlässigt , was nicht vernachlässigt werden 
darf. Man kann diefs auch so ausdrücken: Das Aggregat der Glieder in ^ 
(SS) ist das vollständige Produkt der Reihen (20) und (21), die Reihe ^ 

«o *o + K *i + «1 *o)* + K *a + «1 *i + «» + V • 

dagegen nur das unvollständige Plrodukt; dieses kann jenes vertreten, „ 

wenn das, was zur Vollständigkeit fehlt, immer kleiner wird, wie unter ^ 
den oben angegebenen Umständen $ das unvollständige Produkt darf aber { 
nicht an die Stelle des vollständigen gesetzt werden, wenn man nicht Ton , 
der beständigen Abnahme der Ergänzung überzeugt ist. 

Durch die beiden hier bewiesenen Sätze 1 und 2 haben wir uns nun ^ 
diejenigen Rechtslitel verschafFt, unter welchen uns die nothwendigsten ^ 
Rechnungen mit den unendlichen Reihen erlaubt sind und wir werden von \ 
denselben gleich im nächsten Gapitel Gebrauch machen. i 

3) Es mögen hier endlich noch ein paar Theoreme stehen, welche 
man bisweilen anzuwenden Gelegenheit findet. 

I. Wenn in der unendlichen Reihe * * 

der Quotient für alle Werthe von n eine gewisse endliche Gröfse Ar 

nicht übersteigt, so ist für beständig bis zur Null abnehmende x 
Lim a^x a^x^ . . , in inj,) = 

Unter der gemachten Voraussetzung ist nämlich 

«1 =A*o» H Ö3 ^ka^, 04 ^Äög etc 

und wenn man jede Ungleichung in die nächste substituirt, 

«l^^O» «ft2**ßo» fl»~*'flo» «4=^«0» ••• 

folglich 
d« i. 
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gflo [1 +i» + (ifcr)* + (Ajt)» + ibr)* + . ..] 
LawD wir nim x immer kleiner werden, so wird es anch einmal <C ^, 

alao fsx^i\ dami ift die miiyHummerte Reihe eonveiigenl und naii eiw 
hin dnrdi ihre Sommimng 

Lassen wir jetzt x bis zur GrUnze 0 abnehmen, so erhalten wir 

£»i («0 -|- «1 « -|- 's 4~ H~ " * ^ ^*) = 
Sind aber a^, a^, »3 ete. alle positiv, so kanii die lAm. links offenbar 
nicht kleiner als sein ; es fällt also das obere Zeichen weg und bleibt 

lam (00 «i^x n^«* -|- • . • m in/,) = a^. 

Rommen verschiedene Vorzeiehen in der Reihe vor, so zerlegt man sie 

in z>vci andere, von denen die eine die positiven, die andere die negati- 
ven Glieder enthält, und behandelt jede einzeln nach dem obigen Satze $ 
man erhäU dann das Nämliche wieder. 

Da die Bedingung , .da£s der Quotient eine bestimmte endliche 

Gröfse nicht übersteige, bei convergenlen Reihen immer erfüllt ist, wit 
man leicht aus §. 22 erkennen kann, so läfst sich der Salz auch so aus- 
spreehen: in jeder eonvergenten Reihe H~ 4" ^i^' 4* • ^ 
Inf. ist * . 

Sind für alle unter einer gewissen Gränze stehenden Werthe von x die 
beiden als eonyeigent voransgeselzten Reihen 

+ ^1-^ + + ^»^^ + • • • 

einander identiseh, so ist =5 s= 6^ , s etc.. Denn durch 
ÜJiergang zor Giünze für unendlich ahnehmende x ist 

Lim (ö© 4" "1" ^'2^* + • • •) = ^"^^ -|- ^i^ 4" ^a*^ "!-•••) 

d. h. «o = 

folglich bleibt noch 
oder 

-|- a^x -J- • . , = -j- b^x •4- . . . ^ ' 

■lUtaUtk Aadfib 1. o 
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Hierauf ist nun der nämliche Schlufs wieder anweadi>ar, darcb weichen 
lian findet a^ss^^^ dano a^sszb^ u. s. f. 

Anf divergente ftcilien passen übrigens die oUgen BetraehUmgen nicht 
und eho ist man dann nieiit «i einer CoeiMtonvergleieInttg 



Capitel V, • 
Das Binomialtheorem. 

BcatamanDf dar Uafker gdiArandoi iLn^aibe imd «rsle Schritte sor hSmng dendbeM. 

Die einfachste unter denjenigen Funktionen, welche wir in der Ana- 
lysis betrachien^ ist 4ie Potenz, da die vier ersten Funktionen a 4- ^# 

a — aar , - j welche aus den vier Spezies hervorgehen , kein beson- 

dem Interesse darlneten und die an ihnen vericenratenden Aufgaben durch 
bJose Anwendung der aigebrai^hen Aegein gelöst werden können. Der 

Ansdnck sif^^ in welebem x vefattderUcb, ft eonstenl isl^ wXre idso dnt 

Thema unserer nächsten Untersuchungen. 

Die Veränderlichkeit des x bringt hier sogleich eine Frage ins Spiel, 

nämlich die : naeb welchem Gesetze wird sich die ganze Funktion o;^ än- 
dern , wenn sich die in ihr enthaltene Veränderliche x um eine gegebene 
Ciröfse k verändert? oder mit anderen Werten : weiches wird der Werth 

von {x -|- A')*^ sein? — Bevor wir eine allgemeine Lösung dieser Auf- 

■ gäbe versuchen , wollen wir uns nach deu 31iUcIu umsehen , durch welche 
wir dieselbe wenigstens in dem einen oder anderen Falle lösen könnten 
und ZD^g^eieh 4ie Angabe selbst auf ihre möglicfast einfache Geslak zu brin* 
gen sndwia 

Nun ist zuerst klar, dafs man sich (x-f-A)'^ dadurch entstanden 
denken kann, dafs man -1~ ^^'^ ^ mullipliztrt hat; und da hier 

X eine beliebige Gfdlse bedeutet» so ist es auch erlaubt, kx an die Stelle 
X zu setzen, wodiveh lisb die An^pbe auf die Sf^ziellere rodnzui, 

den Werth von (x -|- i)^ aufisufinden. Wenn nun hier fi ^ine positive 
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ganze Zahl bedeutet, so bemeriU maii leiiBbt tin Bfittel zur Losung der 
Aufgabe, nämlich die wirkliche Ausführung der successiven Multiplika- 
tion. Ohne uns also jetzt auf die Fälle einzulassen, in welchen fi etwas 
Andern ak eine ganze positive ZaU bedeutet, wolten wir wenigstens 
den genannten speziellen Fafl durah 4as angegebene Mittel zn bebenneben 
«suchen. 

Wenn man nun die €hröfte 1 -f - sf mehm w Js mit sich selbst multipli- 
zirt, so erUUt man folgendes Sebema: 

mal genommen 
giebt i i 0 X 

14*« mal genommlii. 
^ebt i+a.ar-l-i.x« 

(I -f :r)8 = 1 + 3 . .r + 3 . o:« + 1 . X« 

i-\-x mal genommen 
i^iebt 1+3. JF-|-5.** + 4 .X» 

A. S.^ f. ' 

Aus dem Gange dieser MuUiplikatidn erhellt zunächst , dafs die Po- 
tenzen von X regelmäfsig aufsteigen und zwar von der nullten = 1 bis zu 
einer, deren Exponent deraribe ist, »is d^ des HniiB stebeodcii i + 

dafs also tiir ein ganzes positfw « • 

(1 + =5 1 + «, X + J»Ä** + i»s + w»^** W 

sein würde, worin m^, m^, m^, . . . gewisse Zahlen bedcutco, 
welche nicht von x, sojidern allein ron m abhängen und die man Bino- 
mialco^ffjzienten nennt» Man bemerkt auch leicht das Gesetz, nach 
weleb^ sich diese Zahlen bilden; dasselbe spricht sich nämlich in dem 
folgenden Schema aus, welches aus dem obigen durch Weglassung der 
Potenzen vttn ^ebüdet ist: 
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1, 1 addirt 
Hl i, 2, 1 

I , 2, 1 add. 



ill4 1, 3, 3, 1 

1, 5f 1 adü. 



IV5 1, 4, 6, 4, 1 
u. s. f. 

Hierin geben die rdmisehen Ziffern den Exponenten oder die Ordnung an, 

zu welcher die Binomialcoeffiziealca gehören. Man bemerkt auch sogleich 
zwei Eigenschaften derselben 9 nämlich erstens, dafs zwei Coeffizienten^ 
von denen der eine so weit vom Ende absteht , als der andere yom An- 
finge, einander gkieb sind. -Bezeiebnen wir der Symmetde wegen den 
Coeffizienten, welcher zur Polens gehört, und der immer ss 1 ist, mit 
so sind und ni^_p zwei Coeffizienten, von denen der erste so 
weit vom Anfang entfernt ist, als der zweite vom Ende, und man kann 
nnn jenes ^resetz durch die Gleidiung 



ausdrücken. « 

Ferner ergiebt sich aus dem Bildungsscliema der BinomiaicoefBzienten, 
dafe jeder Coeffizient der nächst höheren Ordnung die Summe von zwei 
benachbarten Coeffizienten der vorhergehenden Ordnung ist. Dieb kann 
man auch ganz allgemein auf folgende Weise einseben. Setzt man in der 
Gleichung (1) i lür m, so ist 

(1 + .^)-' : • ) 

worin (m -f- 1)0» (» -f* ^® Exponenten m-^-i gebcirenden 

Coeffizienten andeuten. Nun entsteht aber (1 -|- x)^^ aus (1 -|- x)^ da- 
durch, dafs man die letztere Gröfse mit 1 -f- a: mulliplizirt ; nimmt man 
diese 3fiiltiplikation mit der Gleichung (1) vor, so ergiebt sich 

(1+*)*^* =«o+«i*+«4**+«»»«*H 

Vergleicht man biermit (3), so erhalt man ^ 

mQ = (m-\- i)^ 

»»■l=(«+i)lM.l 
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Die eiste und lekzte Gleiehitog geben nichts Neues, weil für jedes «t of- 
ÜBobar c= = 1 ist. Alle übrigen Gkiehvogen dagegcm stehen ui<- 
ter einer allgemeinen Fonn » n&nfich unter der folgenden : 

JWp_, + WIp = (?7I -f- 1)^ (4) 

ans welcher man sie erhält,, wenn man für p der Aeihe nach 1 , 2, 3, 
• » • tt selzta 

Diese Eigenschaft der Binonualeneffizi^iten maehl es mdglieh, räe 

Tafel derselben zu berechnen, weil man die ersten zwei Binomialcoeffi-- 
zienten 1 und 1 weifs , welche für m = 1 vorbanden sind und die obige 
Formel die CoefiBzienten der nächsten Ordnung lebrt, wenn die der vor- 
beigebeadeii. bekannt sind. Der Anfmg einer sohshenTahelle säie so ans: 
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80 
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u. s. f. 

Links stehen vertikal herab die Werthe des Exponenten m und oben 
des Index p. Um also einen bestimmten Binomudcoeffizienien, etwa 
t^i, zu finden, geht man in der bei m = 6 stehenden Horizontalreihe so 

weit fort, bis man in die Vertikaircihe mit der Überschrift 4 kommt; hier 
kdei man 64 = 15. Jede Zahl in der Tafel ist die Summe der über ihr 
Menden nnd der vor der letzteren vorhergehenden, wie diefs der Glei- 
dinng (4) gemäfs sein mufs, und hiemach kann man die Tafel beliebig weit 
fortsetzen. Es mag noch'bemerkt werden, dal's Coeffizienten mit negati- 
vem Index, also die Gröfsen wi__j , etc. hier keinen Sinn haben, weil 
äie Reihe der Indices mit 0 anfängt und nach den natürtichen (positiven) 
Zahlen fortgeht« Wo also dergleichen Binomialeoeffizienten vorkommen, 
1^ sie CS 0 setzen , weil ihnen keine Potenz von x entspricht. 

Das in der Gleichung (4) ausgesprochene Theorem liilst sich noch auf 
folgende Weise verallgemeinern. Setzt man für die ganze positive Zahl 
n eine andere « nnd den Index, n p^ so ist 
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S0lHr«ilpl MMi liier I fbr 11^ so ist ftBdi 

Wena man diefs zu der vcMrif^fn Gleichung addirt, so kann man links wie- 
der die Formel (4) in Anwendang bringen , sobald man i ßk m und 
n Sir p genommen denkt. Hi^rdorch erhält man 

(« + SO« «» + ««U-i + «( 



Seist IMB Mer iviedef fi 4 fll^ tt^ so wird ^ 

+ = -f 2a„_, -f - 

und durch Zusammenfassung dieser Gleichung mit der vorigen, mit Anwen- 
dang von Formel (4) für m ±±: 4r-|- 2, j» sss 

(«+«)• = «. + 5«-., + So^ + 5ä^. 
Eine WieMiolung dieses Verfahrens würde gekm 

Man übersieht leicht, wie sich diese Operation beliebig weit fortse- 
tseii lielse und dala die Goeflizienten, welche hier erscheinen , dio nämli- 
chen sind« welche wir berdts unter dem Namen der Binomialcoeflizienten 
in jen^r Tabelle kennen gelernt haben. Sie bilden sieh nämlich auf die- 
selbe Weise durch successive Addition, wie die Zahlen der vorher aufge- 
stellten Tabelle. Gebt man also in jeuer Operation so weit fort, bis man 
n um ^ Terkidnert hätte, wobei ß eine ganze positive Zahl bezeichnet, 
so erhält man 

(« + ß)n = "nß^ + ««-1 ßi + ««-2 ^2 + • • • + ^n-rßn-r + * ' ) ^j^^ 

h<^«-ß+i^?-i+<^-??ß ; 

wobei r eine beliebige mitten, in der Reihe stehende Zahl bedentet« ist 

mm enffieh ß^n, w werden einige der vorkommenden Bidices ni^tiv, 

also die zugebdrigen Coeflizienten = 0. tJm diese anszusclieiden , bran- 

chen wir blos zu bemerken, von welcher Stelle an die Zahlen 1, 2, 5, 
... 9' etc., welche in den Stellenzeigern jes a abgezogen werden, die 
Zahl n zu übersteigett anfangen* Dieia geschieht, wenn die beliebige 
Zahl f SS » geworden ist, das letzte noch ezisürende Glied ist dann 
ß,^ = ; darfiber htnaus aber redoztren sich dre feinden Gfoder 
«_i , «_'2, . . . «n-?? in deren Stellenzeigern n-]~ 1 , n-\- 2, ß von 
n abgezogen werden, auf Null; es bleibt also für gauze positiv^phind ß 
vnA iSt ß^n 

= ßo 4 «« -i ßi -\ 'U^tß^ + •••+«! ßn^x \- ßn ) 
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Ifll iirßilea^ ßz^n^ so geht die Gleichung (ö) anmittelbar in die vorste- 
bende über , also gilt die letztere uoter der erweiterten Bedingung ß^n, 
Aach selbst für ß <:^n ist dieselbe noch allgemeu riobiig. Denn man kaoa 
dann xa der Gleichung (5), ohne sie zu sidren, rechts noch die Glieder 

soMlzen, welche sämmtlich gleich Null sind, weil ^ß+i, etc. s=o 
sind. Dadurch kommt aber die Gleichung (5) wieder auf die Form (Q) 
und es ist als^L für beliebige ganze positive «, /3 und n 

«"««/'„ + «n-, + + + ß„_, + «. ß„ 

Diese Formel könnte dazu dienen , um aus den Biooraialcoetfizienten von 
a und ß einen beliebigen Coeffizienten des Exponenten a-^- ß zu. berech- 
nen; doch ist diefs nicht ihre wichtigste Eigenschaft^ die obige Gleidrang 
wifd nns nUnücb später analyliseb sehr bedeutsan.' 

Weitere BetrachtoDg der Binomialreihe. 

Wir sind nun aswar durch die Betrachtungen des Torigeii Angraphen 
zn einer Anflösang unseres Piroblemes für den Fall eines ganzen positiTen 
Exponenten gelangt, werden uns aber bei einiger Aufmerksamkeit selbst 

gestehen müssen, dafs diese Lösung noch an vielen Mängeln leidet. Denn 
abgesehen davon, dafs wir noch gar nicht wissen, wie der Fall eines nicht 
ganzen positiven Exponenten zu behandeln wäre, hat unsere Lösung darin 
dne bedeutende UnvoUkommenheit, dafs die Werihe der Binomialcoeffi- 
zienten nidit unmittelbar angegeben werden, sondern dafil zur Berechnung 
eines Binomialcoeffizienten die Kenntnifs fast aller vorhergehenden nöthig 
ist. Es mufs daher zunächst unsere Aufgabe sein, eine independente Be- 
stimmung dieser Coeffizienten,. d. b. das Gesetz zn entdecken, naeb wel^ 
chem sich iigend dn Coeffizieni eines gegebenen Exponenten ans fiesem 
bildet. Da wir nnn schon eine Tabelle der Binomialcoeffizienten haben, 
welche wir beliebig weit fortführen können , so liefse sich die genannte 
Aufgabe vielleicht dadurch lösen , dafs man eine Vergleichung der in jeder 
Horizontakeibe stehenden Coeffizienten mit dem jedesmaligen vorgesetzten 
Exponapn unternähme. fKefs fuhrt zu folgenden Bemtritungen t 

l)Die Zahlen unter der Überschrift 0 sind sämmtlich dafs diefs 

so sein müsse, ist leicht einzusehen. Mnlttplizirt man nämlich eine Reihe 
Faktoren {a + x) (b-^x) {c-\-x) n. ^ f., so ist das erste von x freie 
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Glied = ahc . . . ; in unserem Falle sind die a, c n. s. f. alle einan- 
der gleich und s i i weil 1 -|- ^ nut sich selbst multipliziri wird» folgUc))| 
Isi auch abc oder für jedes beliebige ' 

8) Die ZaUea mter der Überschrift 1 sind dem jedesmaligea Expo- 
senten gleich , und diefs erhellt auch aus dem Gange der snccessiven Mul- 
tipUkaiioo, bei welcher jene Zahlen aus successiver Additioa der itaiiheit 
entstebeii. Wir hälleii also 

3) Dividirt man mit den Zahlen in die daneben stehenden unter 
der Rubrik 2, so erhält man als Quotienten der Reibe nach 

1 2 3 4 5 
ä' 2' 2' 2' 2' 

Vergleicbt man diefs mit dem yoranstefaenden Exponenten, so sebeint das 

Gesetz obzuwalten 

j^ = -2— ' folgücb = — ^ 

oder durch Subslitadon des Werlhes von ni| 

m {m — 1) 
*• — 2 

4) Dividirt man wieder mit den Zahlen unter 2 in die benachbarten 
nntor der Aufschrift S, so stellen sich die Quotienten unter die Form: 

12 3 4 
3' 5' 3' 3' 

worin sich das Gesetz 



m — 2 , m — 2 

-f = — — oder m j = — - — 
3 3 

ans2iisprechen sebeint , welches durch Sobslitution des Werthes von 

cn der Gleichung 

' 2T3 

führt. Eine Vergleichung der bisherigen Resultate scheint auf folgendes 
Bildnngsgeselz zu deuten: 

. m — p — i \ 

«0 — * ' "^p — p ^p~i j 

odei' ' (1) 

^ * tn (m — i) ( w — 2) . . . (w — p — 1) 

^ d«2*3*»*jv 



Digitized by Google 



Gtp. V. Oas BiamBialüieoreitt» 137 

welches , weim es richtig wäre , die Auflösung unserer Aufgabe enthielte, 
da man durch die zweite Formel für in den Stand gesetzt wird, den 
Werth dieses Qaotienten unabhängig TOii aileii anderen aus Exponenl «ipd 
lodex imniitleUMKr zu berechneD. 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs das nach Analogie entworfene 
Bildungsgesetz das richtige sei , vermehrt sich sehr durch die Bemerkung^ 
dais die iiir angenommene Form die Gieichoogen (2) und (4) des vori- 
gen Paragraphen befriedigt. £s ist nämlich gemüTs der Formel (1) 

m {m — 1 ) {m — 2) . . . (m — 7n — p — 1 ) in {m — 1 ) (wi — 2) . . . {p-\-i) 

i.2.3...(m — p) 1.2.3... (ffi — p) 

m (?n — i)(m — 2)... (w — p — i)(m — p)^ — Z'^-^)*** ( P~\-^) 

1 . « . ^ » » ' p{p-{-^){p-{-^) ••• « — — P) 
oder, wenn man im Zähler und Nenner die Faktorenreihe (m — jp) .... 

(|»-fl)hebt, , 

m(m — i)(m — S)...(ir — p — 1) 

übereinsünmend mit der 'Gleichung (2) in §. 27. 
Ferner ist 

»»p-i + »»I» = H — «Wp-i = H f~) 

{m-\-\) m -|- 1 »(w — 1) . . . (w — ;>-f-2) 

ji > 1. 2. S. 4) 

i ) -2) . . . 

1 . 2 . 3 . . . ^' 

folglich erfüllt die angenommene Form die Gleichung (4) in §. 27. Aber 
so grofs anch hier die Wahrscheinlichkeit wird, dals das angenommene 

Gesetz das richtige sei , so fehlt doch noch viel zur Gewifsheit , wdl es 
ebenso gut mehrere verschiedene Funktionen von m und jp geben könnte, 
welche die nämlichen Eigenschaften wie hätten , ohne damit identisch 
sn sein. Wir müssen uns daher nach einem viel allgemeineren Mittel nm- 
neben, dnreh welches wir die Gldchung (1) anf ihre Richtigkeit prüfen 
können. Ein solches wäre nun das folgende: Man setzt in der Gleichung 
(1) des vorigen Paragraphen die hypothetisch angeuommenen Werthe von 
* • ' ^Irabhrt aber von dem auf der linken Seite stehen- 
den (I und sncbt die ihrer Form nach nun vollkonunen bestimmte 
Reihe rechts zu summiren. Erhält mau hierbei (1 -f-a:)** znr Summe, so 
ist dann das angenommene Bildungsgesetz richtig , weil aus der Gleichung 
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dann folgt = 1, 011=:^ ^- ^ hallen also die Frage zu 
beantworten, welche ist die Summe der Reihe 

* + r'+ i.% ' + TTiTs 

in welcher x eine ganz beliebige Gröfse, m eine positiTe ganze Zahl be- 
deulet? 

Aber in so beschrankter Weise darf die Analysis ihre Aii%aben nicht 
Husen, wir nassen dieselbe erst noch ao^hst aQgeniein zu stellen sn- 
^en lod (ragen daher gleich wftissender, wekhe ist Sanne 
der Reihe 

' + ? ' + + "^T.a.T'' "' 

wdche hier nnbestinimt weit forlgeselst ist, aad worin ar and|i gans* be- 
liebige GrSfsen bedeuten? 

Diese allgemeinere Aufgabe reduzirl sich für ein ganz und positiv an- 
genommenes fi auf die vorige, weil dann die Reihe irgendwo abbricht. 
Für Jedes andere f» aber annallirt sich keines ihrer Glieder and sie kann 
dann ins Unendliche fortgesetzt werden. Wollen wir in dem letzteren 
Falle ihre Summe finden, so ist zuvörderst nöthig, dafs die Reihe conver- 
gire ; unter welchen Bedingungen diefs statt finde , ist schon früher unter- 
sucht worden and diefs kann nos non ris Basis für die weitere Betradi- 
tang dienen. 

S- 29. 

Saauotfimg der fiiaoanailmher 

Die Sonune der entweder endlidwn oder nnendliehen and dann als 
eonvergent Yoransgesetzten Reibe (3) wird offenbar eine gewisse FniddiBn 

der beiden Veränderlichen fi und x sein ; die Aufgabe, jene Reihe zu sum- 
miren , kommt demnach auf die andere zurück , die Natur einer noch na« 
bekannten Funktion sn bestimmen. Diese BestimMig niifste fgwedsr 
ans spesiellen Werlhen oder ans Eigensohaflen der Reihe geschehen ) du 

Erste geht hier defswcgen nicht, weil wir bei der gänzlichen Unbestimmt- 
heit des fi und X keine spczieUen Werlbe bekommen können, wir müssen 
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uns also an die zweite Weise halten. Dadurch scheint eine nicht unbe- 
deutende Schwierigkeit in die Untersuchoog zu geratben, weil wir noch • 
gar keine Eigeusehaflen der fieihe (S) kennen , die wir zur Bestimninng 
der ihr glejehen Funktion beimtzen kf^nten. Indessen leitet folgende Be- 
merkung auf die Spur einer solchen. Wenn unsere hypolhetisch ange- 
nommeue Form der Coeffizienten die richtige wäre, so würde für fi =s 
einer ganzen positiven Zahl die fragliebe Funktion in (1 über- 
gehen nlfissen« Diese Funktion hat aber eine ganz chanktenslisehe IS- 
genschaft, nämlich die, dafs für jedes « und ß 

(i+«)"(i+*)P = (i+*)«+p 

üt, aus der rieh mngekchrt aoeh «He Ntbir der FbnktiMi bestiimieii tttU, 
Bezeichnen wir also nii f(m) die Summe der Reibe 

so mufs diese Funktion die £igen8cha(l f{€i) f{ß) =z f(ci-{- ß) haben, vor- 
ausfeselzt» dab das angenommene Bildungsgesetz richtig ist. Könnten 
wir nun umgekehrt zeigen, dafs die Summe f{m) der fraglicben Reihe 

diese Eigenschaft habe, so würde sich wohl auch mit Hülfe von §. 12 dar- 
aus die Form der Funktion t\ni), d. b. die Summe jener Reibe bestimmen 
lassen. Diesen Gedanken woDen wir nun auszuführen suchen. 
Sei also 

worin x beliebig ist, sobald fi eine ganze positive Zahl bedeutet, dagegen 
zwischen -f - i und — i liegen mnls, wenn fi andere als positive ganze 
Werthe hat. Beznchnen wir die Coeffizienten der Reihe nach mit fi^ , 

f*i> f*a etc., wo nun diese Gröfsen nicht die wahren, sondern unsere 
hypothetisch angenommenen Binomialcoeffizienten bedeuten, &o ist für^ 
jedes ganze positive n, 

wodurch das Bildungsgeselz der Coeffizienten vollkommen bestimmt ist. 

Schreiben wir diese Reihen für zwei andere beliebige. Gröisen et und 
ß statt fi hin, so haben wir 

i«^ /(«) = cfo + «1 + «» -^^ + «3 + • • 

Cf— -IT 

«o — «Wi — jqpj «» 

♦ 
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ßo = i. ß»^l=^^ßn 

und durch Mvltiplikation beider Reihen 

/WM = «0 Po + Ml + «1 ?o) ' 

+ K + «1 /^a + «« /^i + «2 /^o) + • • • 
Bexdofanen wir die Goeffizienlen dioier nenen Reibe mil , , » ... 

SQ ist 

/(«)/W=ro+yi*+yi**+rs*'+--- W 

nnd fnr jedes ganze positive n, 
ebenso 

yiM-i = ««+i/'o + «ii/^i + ««-iP* + |-«i/^ii + «q/3im.i (7) 

Die Reibe, welche in (6) steht, ist der Fora nadi ganz gleich mit 
der in (7) §. 27 , nur mit dem Unterschiede, dafs dort a, ß ganze positive 
Zahlen und , etc., ß^, ß^ etc. die wahren Binomialcoeffizienten 
bedeuteten , während liier a und ß alle möglichen Zahlen und , etc., 
ßo9 ßt ^ hypothetischen Binomialcoelfinienten bezeichnen. Wäre 
mm, wenn anch nicht allgemein, doch wenigstens ffir spezielle u nnd 

= («-]- WO dieses Symbol den hypotfaetiseheB Ilten Coeflizienten 
für fn ß bedeutet, so müfste nach (2) sein 

weil sich dann so ans « -f - 1$ bilden wfirde^ wie aus a nnd ans ß. 
Wir halten nun zu versnoben, ob sich diefs vielleicht bestätigte. 

Nun ist offenhar 

« — n — I I fi-—i 

n + i + JIIT 

■ • 

_ «— ■ /? — 2 
- •+! +»+1 



a — 1 , p — n — 1 

"~ n + i « + 1 
n-|-l ' «-f 1 
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Hultiplizirt man hiermit die Gleichung (6) und wendet im ersten Gliede die 
evale, im Eweilen Güede die sweite Farm v. i. f. ta, so ergiebl ndi : 

+ «4-1 «-»^^ + 

+ -Tijrr-««^. + r+1 «— 
+ . . 

+ ^+1 ^^^^^ + it+i 

Nun ist aber ior jedes ganze positive p 

• ^ * folglich (fi — /^) fi, = (/> -f 1) /i^, 

vnd diese Formel hat man hier in jedem Gliede anzuwenden Gelegenheit; 
In der erslen Verlikalreihe für fi = a und p = ji^ n — 1, n — 2, ... 
i , 0 und in der zweiten für fA = /3 und jp = 0, 2, ... n — 1, n. 
Hterdurch erhält man: 

tt-\-ß — 

Ji ^ 

+ • . 

oder, wenn man die Glieder diagonal sosammennimmt, 

n + i 

d. Ii. nach Formel (7) 

n + i ^» 
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und diclii gilt f«r jedes befi^^e «imd weil die gjoae DeMMMlmlwii 

auf rein identiscbea TransformatioDen bertibt. SiUt man ddr Aube jM^sb 
aissOy iy 2» 3..., 80 erhält man 

€t+ß 

ys — — ^=-5 r« — jTäTs - yo 

II. 8, f. ^ ( 

Es ist abcr7o^<^o/'o=^^ fökrt man/Btii die Werthe von jr^, 
yji etc. in die Gldchuog (5) ein, so wird 

/(«)/(?) = 

Veigleicht:««! die Uer st^eade Atihe nt der in (1)9 m» übersieht man, 
dafs sie ans derselben beirorgeht, wena ii.ssa-\~ß gesetzt wiid; ibre 

Summe ist also J\a -J- ß) und folglich haben wir die Gleichui^ 

Wir kennen ther bereits die Form derjenigen Funktion , welcher diese 
Eigenschaft zukomm^ dieselbe ist nUmlich 

worin der Werth der Constajiten a darch die Gleichung a = f{i) be- 
stimmt wird. Nehmen ffir in der Gleichung (I) f( = 1 » so wird für un- 
seren Fall a s= /(l) =i+x, folglieb 

und hiermit ist für jedes ft die Summe der als convergent vorausgesetzten 
Reihe (1) gefmden« Fügqn wir noch die Bedingung der Convergenx bei, 
so ist 

Li + ^f ) 
= ^ + 1 ^ + 1 . 2 + 172-73^*^ + • 

wobei die Bestimmung i'^x^ — i nur fSr den Fall eines lyeht gan- 
zen und positiven ft gilt, weil im letzteren Falle dieRdhis eine endliche 
für jedes x güUige ist. 

Wir haben also durobünMre Sommtnuig mehr erfahren» als wir ur- 
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spruDgUch hofften. Es war uns eigentlich nur darum zu thun, fiir ein 
gaoscs poditves das Bädangsgesetz der Coeifizienten zu prüfen; wir 
Husen jetzt, dnfe jenes faypotbetiscii angenomene Gesetz das richtige 

ist und noch aufserdem , dafs für den Fall eines acht gebrochenen x für 

jeden Exponenten der Werth von (i durch eine Reihe dargestellt 
werden koin , welche ins ünen^he forüäufl «nd convergiri. Ist :r es 1, 

so wird die Reihe eine rein numerische und ihre Convergenz oder Diver- 
genz kann nach den früher gejj^ebeuen Crilerieu heurlheilt werden; ist aber 
2 ^ 1 , so divergirt die Reihe und bat keine Summe. Die Operation der 
Multiplikation der beiden dann ebenfalls divei|;enten Reihen (3) und (4) 
kfinnte dann gar nicht angewendet werden nnd wollte man sie willkhlirfich 
auf dieselben ausdehnen, so hiefse jetzt die Gleichung f{a) f\ß) = ['{a-\~ß) 
80 viel als oo • cx) = oo , was allerdings auch eine Auflösung derselben 
wire« aber eine solche» auf die wir wegen ihrer Unbrauchbarkeit keine 
Qncksicht zu nehmen haben. 

§. 30. 

Folsenmgen am den fiiaheriigea. 

Die Formel (8) , welche den Namen des allgemeinen Binomial- 

theoremes führt, ist eine der wichügslen in der ganzen Analysis und 
die Basis vieler anderen Untersuchungen » die wir später durchführen wer- 
den« Vor der Hand wollen wir uns erst mit den verschiedenen Folgerun* 
gen' beschäftigen , welche sich ans derselben ziehen lassen. 

I. Um eine zweilheihge GroTse f? -J- 6 auf die pte Potenz zu erhe- 
ben, müssen wir zwei Fälle unterscheiden, ob nämlich a^b oder a^b 
ist. Im ersten ist 

and da hier der Voraossetzung nach ^ ein achter Bruch, ist, so können 

wir diesen Quotienten an die Stelle von x in (8} setzen, wodurch sich 
ergiebt 

b^ } 

Isi dagegcD a^Cb, ip kann man 
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setaeD, nn» nun ^ ein Xchter Broch ist. Hierdnreh eriiilt man Xhnlidi 

Für ein ganzes positives fi = m fallen beide Formeln nach Auflösung der 
Parenthese in die folgende znsanunen: 

(« + *)• ) 

^ + - ö + üi^!^ + . . . + 2 oA«- + 

1 1.2 1 ) 

Die Reibe rechts enthält m-f- ^ Glieder; ist nun m gerade, so giebt es 
ein mittelstes Glied , in welchem die Exponenten von a nnd b einander 
gleich sind nnd dessen Coeffizient nnr einmal vorkommt; ist aber m unge- 
rade, so giebt es kein mittelstes Glied nnd jeder Binomialcoeffizient kommt 

zweimal vor. 

Die Formel (1) kanu bei gebrochenem fi zur Wurzelausziebung be- 
nutzt werden. Ist nämlich a die nächst kleinere Zahl unter der gegebenen 
a'\-b, ans velcher man noch die Wurzel ziehen kann, so.lfi&t sich der 

Werth von angeben , mithin der ganze Ausdruck rechts numerisch be- 
rechnen. Wollte man z. B. aus 11 die Quadratwurzel ziehen, so setze 

1 • 
man = H = 0 2> so ist 

^"=-l' + iJ-r-.(i)" + .-Tir.(i)'-i 

woraus man den Werth von V^ll leicht findet. 

II. Nimmt man in (8) x negativ, so ergiebt sich 

für negative fi und positive x dagegen ist aus (8) ' ' 

und wenn man auch noch x negativ nimmt 

— i -I- ?^ar -^ fi^tii^J 4- fi»+i)»+«) 



Digitized by Google 



Ga|K V. Dm BuMualilieorai. 



145 



Em vielfocli liraiu^r spc^eller FaU hiervon tritt «n für n = i und 

X sssz'f WO nuu auch z ein ächler Brucli seia mufsj man erhält: 

j7r^=i + 5" + 57i'*+S:475''+ (7) . 

-|- 1 >;y>— i / 

Aus Formel (6) läfst sich noch ein hemerkenswerthes Resultat ablei- 
len* Man setze nämlich 



1 +^ 

wo nun % jede beliebige positive Gröfse bedeuten kann, weil dann x im- 
mer ^1 wird, so ist ' 

foIgUeb 

Diese Formel ist delshalb sehr brauchbar , weil hier der Veränderliohen % 
ein grofser Spielraum, niimlich das ganze Gebiet der positiven Gröfsen ge- 
lassen ist, und weil die Reihe für ganze negative ^ abbricht, was bei den 

anderen Reihen für (1 -f - z)i^ nicht der Fall ist. 

§. «i. 

Die widitigstefi SigensclMiften der Binoaualooefifineaten. 

I. Eine bemerkenswertbe Eigenschaft der RinomialcoelBzienten er- 
giebt sich aus der Gleichung (7) des §. 27 , wenn man « s /3 = s nimmt 
und berficksichtigt, dafs bei ganzen positiven n, le« ssiiq^ ^nr-i =^*t 
n. s. L ist. Man erhält 

eine Relation, die sich sehr einfach auch in Worte übersetzen läfst, wenn 
man bemerkt, dals i^n)^ der mittelste Binomialcoeffizient für 2» ist. 

n. Setzt man in der Gleiehnng (8) des $. S9 x=s -|- i, nnd be- 
seiebnet die Coeflbsienten hier analog mit f»o , ft^ , {i>^ tic, so ist naeh 
j. 25 für alle positiven ft und solche negative , deren absoluter Werth un- 
ter der Einheit liegt, 

«»* = l»o + «*i + f*t + f*s+-- (1) 
I. 10 
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Für ganze positive ^ = m bat man die endliche Reibe 

2"* = iKq 4~ ''^t "f* ~f~ " * 1 + (^) 

Nimmt man dagegen — i » so eftmit man ans jener PonneL für bioa 

positive fi dicr Gleiehung 

0 = ^*0 — f*i+f*« + (5) 
und fiir ganze positive fi = nt^ 

Diese Gleichuog leidet nur eine Ausnahme, nämlich fiir jn = 0. Ha 
(l + a:)^=Oo4-Öia:4- ... = 1 ist, so folgt 0^ = 1, Oi=0, 0^ = 0 
eto.9 folglich in. diesem Falle die Summe der Reihe (4) s 1. 

Die etwas zusammengesetztere Reihe 

in der m und n ganze ,posilive Zahlen bedeuten und die abbricht, wenn 
einer der Indices des m selbst = m geworden ist, läfst sich leicht mit 
Hülfe der Gleichung (4) summiren. Da nämlieh überhaupt fiir ganze p 
oftd r die Relation pr = Pp-r eadslirt, so läftt sich die obige Reihe aash 

« 

so schreiben 
Hier ist offenbar 

, . «-4-1 m — n m — n 

(m+i\m^^ s= — j— . . ^ m» = (m-^h), 

Q« S« f. 

folglich die fragliche Reihe anch 

d.h. ^0, wennm>>ii, und s=i, wenn m = «ist. Wir haben also 

= 0 für m^n, und =i für m = A. 

Wir werden später von dieser Summimng eine sehr nfitzlicfaa An- 
wendung machen. • 

III. Auf ähnliche Weise wie die Gleichung (7) des §• 27 dadurch 
ans der Relation 

(m+i)p=:mp + mp_^ oder (m + 1)^ — «i^ sa (6) 

abgeleitet wurde » dals|> veränderlich genommen wurde, kann man auch 
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noch eine zweite tinden , wenn mau m veränderlich nimnit* j^au $6i%^ 
nfinilieh a für » und n für p, so ist oifeob^jr. 

Nimmt man für «r, 90 ist mck 

(« + !)„_,=(« + 2). — (« + 1), 
ond wenn man von dieser Gleichung die vorhergebende abzieht und For« 
mel (6) für m = p = n — 1 in Anwendung- bringt, 

«„-t = (« + a), - a . (« + iX» + 

Ebenso ist « + i ^ « 

(« + = («+ 3), — « . (« + 2)„ + (« + 1)„ 

und durch Subtraktion der vorigen Gleichung von dieser unter Anwendung 
von Formel (6) für m SS «9 ps= 9t — 2, * * 

^(it + BU-^S. («+«). + » . (« + !)« - 

Man übersieht leicht, wie sich dieses Verfahren fortsetzen liefse und dafs 
die nach einander rechts erscheinenden Goeffizienten wieder die Binomial- 
eoefiizienten sind. Bedeutet ß eine ganze positive Zahl, so ist allgemein 

I (71 

eine Relatioa, welche sieb auf verschiedene Weisen spezialisireu Uelse. 
IV. Analog bezeiclinet den plea Coeffizienlea, weither 

zum Exponenten — gehört. Derselbe ist 

2 



e-)(i-^)e-')^"-'+o. 



m 

2 , 

1 . 2 . 3 ... p 



Mulliplizirl man Zähler und Nenner mit 2^, so erhält man leicht 

m(m--^) (wt — 4)(iil — 6).,.(w — 2i>+2) 

Von diesen Coeffizienten halber Exponenten gelten mehrere sehr merkwür- 
dige Relationen, welche auf folgende Weise entstehen. 

Sei f» eine ganz belielNge Grifse, « eine poskivo gaize Zahl nnd fol- 
gende Reihe * 

. '-(9 +'-('i^L+'-(^')„+" ,„ 
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mit der Forderung gegeben , ihre Summe aufzufinden. Bezeichnet r eine 
positive ganze Zahl, so ist ein beliebig ans der Reibe hdnusgtgnSeoßs 
€M von der Form 

und wir können uns die Reihe selbst dadurch entstanden 'denken, dafs man 
hier suecessive r = 0, 1,2, 5 .,.n setzt und alle hervorgehenden Grö- 
ben eddirt. Entwkkellanen den Werth jedes JPokton, so eibill num 

'-(^)^" 

. . ■ (ft— 2r-f-i) (ft~r2r) (/it— 2?^2) . . . (|Li-~2/t-J-2) 
1.2.5... (2r) ' 2.4.6...(2» — 2r) 

Im Zühler-lnlden iiier diejenigen Faktomnt -in.weldien gerade Zahlen snb- 
Irahirt werden, nSodieh 

:f*,. ^ — 2, fft — 4y + 2 — — — 4» 

fi — 2« + 2, 

eine fortlaufende Reibe und wir können daher das Produkt in folgender 
Form sebreibenx 

fi(fi^2)...(ft— 2w-|-2) (ffr— 1) (ft— 3) . . . (fi—2r+i) 1 

1 . 3 . 5 ... (2r— 1) ' 2.4.6...(2r) * 2. 4.6... (2/i— 2r/ 

Setzt man noeh im Zähler ^unfl Nenner die Faktorenreibe 

(3r + i) (2r + 3) . . • (2» — aS) (««— 1) 
nn, wodnreh sich der Werth des Braches nicht ändert, so erfaSlt man Im 

Nenner des ersten Faktors die ununterbrochene Reihe der ungeraden Zah- 
len von 1 bis 2 n -|~ 1 , mithin : 

Kf«^2)»'»(<^2«+2) (fc~>l) (fi— 5)...(ft>~2r+l) (2»— i)(a«>->^^.(2r+l) 
1,5.5... (2»— -1) * 2.4.'«...(2r) * 2.4.6... <2ji—2r) 

Der erste dieser Faktoren ist von r unabhängig $ wir setzen daher der 
Kürze wege# ^ 

1.3. 5... (211-^1) ^ 

Der zweite Faktor ist niehts Änderte als der BinomiaUioellzienl ^"^^ ^ « 

wie man leicht darcb Formel (8) prüft; schreibt man den. dritten Faktor in 
der Form 
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•0 atcBDl MB racb in ilim dual BhmMmUinlttm^ wlimXuk- 
QlLZL^j ; es ist also 

Seist HM« Mer soeeessive'r'ssO, i, 2, . • . « mid ^iäti alle entspriogen«» 

den Gleichungen , so folgt , dafs die Reihe (9) gleich ist der ikacbstehendea 

Die eingeklammerte Reihe läfst sich aber nach Formel (6) des §. 29 sum- 
miren, wenn man dort a = — j — , /? s= ^ setzt; ihre Saamie 

z^-f Sn — g v (^-f a« — 5fc)(ft + »ii>>-4).>.» + <)n . 
V « /„ 2. 4.6... (2«) 

Setzt man hierzu den Faktor A: seinem Werthe aus (11) nach, so findet 
dafs die Reihe (9) gleich ist dem Ausdrucke 



y»— 2)(f*— 4)...» — — 2) +«) »+4) . , , » + 2j» — 2 ) 
i.S.6...(2ji — I) * 2.4.6... (2;t) 

woraus die Gleichung folgt 

ß* — 2«) — 4») . , . (ft* — 2n 2*y 
1.2.3.4... (2li) 

V. Eine ganz ähnliche Transformation ist für die Suiuinirung der 
Reibe 



(*») 



aötfaig. Eia allgcmeiiu» Gtted derselben üt: 
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Im ZShler bflden hier diejenigea Faktoren, ia denen ungerade ZaUen ab- 
gezogen, werden I nämlich 

und (» — ar — 1, fi — 2r— 5, .•. f» — 2/i + l 

eine nnwntrrfcnxifcrne BeiiienMgei wir ^^pfw daher die nchle Seile 4e^ 

Oleiehung (15) in folgende Fenn bringen: 

fi (f^ 1 ) ( fi— 5) . . . (|t^2//-f 1 ) (fi— 2)((n— 4)...(|it— 2r) f 

1.3.5...(2r+l) * 2.4.6... (2r) '2. 4.6... (2ä— 2r) 
Setzt man noch im Zähler und Nenner die Faktoreoreihe 

(2r + «) (2r +6) ^ . . (2» — 1) (2«+ 1) 
zu, 80 ist dw obige Ausdruck gleich dem folgenden 

|t(fi_l) (|n_3). . .(jit-2y/4. 1) (fi— 2)(|n^)...(|x— 2r) (2//+l)(2//-l)...(2r-f 5) 
1.3.5. ..(2»+l) * .2.4.6... (2r) ' 2. 4.6. . . (2/z— 2r) 

in welchem der erste Faktor yon r unabhängig ist und mil k bezeichnet 
werden mag. Sehreibt man die anderen beiden Faktoren in folgenden 
Formen : 

(fft — 2) (fft — 2 ~ 2) . . . — 2 — 2r 4- 2) 
2. 4. 6... 2r 

und 

(2II + 1) (2»+i— 2)... (2it4-l — an — 2r4-2) 

2.4.«.^.(2n — 2r) 

so eikennt man in ihnen die BinomiaicoelSzienten ^ ^ *und 

(?^-t_i) ; folglich ist 
2 / nr—r 

-(^¥=^L='('-T-).m.-. 

Setzt man successiTe r ss 0, 1 , 2, ... ii und addirt die so ent- 
stehenden Glieder, so findet man, dafs die Reihe (14) gleich ist der 

folgen den 

■•+m.mj='('=*^^). 
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woraus man darcb fintwiekcluiig des^zwdten Faktors imd Svbflitiilioa des 

Werthes von k findet: 

= II Qt« — 1*) (ft^ — 5«) . > . (fi« — 2« - i J 

VI. Mm teowikl «kos» leidit, daft 



l 5 jn-. 



ist, und hiennis finto ma, wewrssO, I, . gsseM und Air 

ies addirl wird, 

2 1.2. 3. ..(3«) ; ' 

Aus der Gleichung 

>«ri.i (*^— y— 

_ ft(fi--g)(f« — 4)...(fi->2i i) ^ f* — i \ + n 

4 . 3 . 5 . .. (2/1 + 1) V « JrV Ä /»-r 

ergiebt sich endiicb noch füi r = 0, 1 , 2, . . . n und. Addition aller «ntr 
sl^enden Glieder 

2«'-2 \ _ f*(jia--2^) (fi«^4^) ... (ft*— 2»^)4 ^ 

s Jo"^ i.a.3...(2«+i) ; 

Vm diesen vier letzten GlMdmngen (IS), (16), (17) und (!•) wer- 
den wir später eine wichtige Anwendung machen. 
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Capitel VI. 
^ie Ej^onenzialreihe. 

§. 52. 

AUeitUDg derselben aus der Binomialreihe. 

liVie schon firiiher erwähnt wurde, |;iebl die Polenz zn zwei venehi»- 
denen Fanktionsformen Veranlaflsung, je naohdem man die Grundzahl oder 

den Exponenten als veränderliche Gröfse ansieht. Für die erste zeigt der 
hinoiuiscbe Satz die uötbigen Relationen; dergleichen nun auch für die 
Exponenzialreifae zn entwickeln , mnfs jetzt unsere Angabe sein. Man 
hemeikt hier leicht, dafs dieselbe im Grande auf das Binomialtheorem zd^ 
rSckkommt; denn setzt man in demselben fnr die zweitheiUge Gröfse 1 -^ x 
eine Constante b, also x — h — 1, und iiir den constanten EAponenten 
I» einen veränderlichen z, so wird 

i + 2 (i-i) + (4-1)« + '^7'^f~'^ ib-i)' + ... (1) 

und hiermit wiire die Aufgabe eigentlich schon gelöst. Diese Lösung lei- 
det aber an zwei hauptsächlichen Mängeln; der erste besteht darin, dafs 
mit der Veränderlichen z hier sehr verwickelte Operationen voi|;enom- 
men .werden müssen, und der zweite darin, dafs die Gleichung nur so 
lange richtig bleibt, als — 1 (das frühere x) zwischen den Gränzen -r i 
und -f- 1 , folglich h selbst zwischen 0 und 2 bleibt. V^ir hätten nun 
diese Mängel zu beseitigen. 

Um zunächst die Reihe (1) in eine, in Beziehung auf die mit z vor- 
zunehmenden Operationen, einfachere Form zubringen, konnten wir 
versuchen, ob sich dieselbe nicht nach Potenzen von z ordnen, also auf 
die Form 

1 + -f Ä*a + C»» + . . . 
bringen liebe. Wollten wir diefs dnrdi wirkliche Ausführung der ange- 
deuteten Multiplikationen leisten , so würden wir in eine ganz endlose Ar- 
beit gerathen, weil jedes nächstfolgende Glied mehr Potenzen vonz lie- 
fert^ als das vorhergehende. Die Schwierigkeit liegt also vorzüglich 
darin, dalli nicht blose z, sondern die zweitheiligen Gröfsen z — 1, z — S, 
z — 3 n. s. f. als Faktoren auftreten. Wäre es aber möglich , die in den 
Faktoren successive abgezogenen Zahlen 1 , 2 , 5 u. s. f. zum Verschwin- 
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den za bringeD , so würden blose z als Faktoren übrig bleiben und ihre 
Produkte die successiven Potena&en von z bilden. Wollen wir nun in ei- 
nem Produkte wie 

— I) (s— 2) 3)... (v— ff) (ä) 
die ZaUen i , 3, . . . n som Yerschwindeii bringen, so können wir 
diefs auf keine andere Weise erlangen, als dadurch, dafs wir diesen Zah- 
len Faktoren geben, welche wir dann bis zur Null abnehmen lassen« 
Könaien wir nämlicii das obige Produkt in das folgende transfonniren : 
^ jr(jr — 4 (jr — 2d) (x^3d) • • . — n9) (3) 
in welehem x eine nsae Y^ünderiiehe und d ebe beCebige Gröfse bezeieb- 
net , so würden wir durch Abnehmenlassen des d bis zur Gränze 0 auf die 
Form X .X ,x ,x d. h. auf .r""^' kommen. Es ist aber sehr leicht, 

dfosen Gedanken auszuführen; denn wenn man beriicksicbligt, dals der 
Ansdnick in (3) gleieh ist dem fdgenden 

f(f-) 6-') G-O ■■(?-)'"■ 

SO bemerkt man gleich, dafs man die Form (3) aus (2) dadurch ableite^ 

X ' 

kann, dafs man in (2) z = ^ setzt nnd dann mit multiplizirt. 

X 

Nehmen wir also in d^r Gleichung (1) 2 = ^ , so wird 



Em allgememea €ilicd wire hier 



1. 2.3... 

Multiplizirt man Zähler and Nenner mit d*^^ , wodurch sich der Werth 
desBmches nieht lindert, so verwandelt sich derselbe in den folgeiiden: 

— d) (x — 2d) ... (g — ffd) 1\ 

1 . 2 . 3 . . . (/^ -f 1) V * ) 

mithin erhalten wir jetzt aus der vorigen Aeihe die neue : 



X 



- , x(b--\\ , jr(j;— d)/Ä— n« , ar(ar— d)(x— 2d)/^— i\3 , [(4) 
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Durch diese Transformation aliein ist aber noch nicht vici §^oonen. 
Lasien wir Bümlkh 6 bis aar Gränz« Moli abnehMiy 90 gelm wohl di* 
Phidukte x{x — d), xix — Ü), (x — 29) u. s. f. in x*, x* etc. Uberf 

Ä — 1 - 
aber es wird auch lAm — ^ — = 00 und links Idm = oo, folgGch 

reduzirt sieh die Gieichnog auf das triviale Resultat 00 rs 00. Da wir 
aber Ünka eine fiacponenzialgW^e and nieht 00 erhalteii woHton, m aiib- 
sen wir das d, welehes die UfMehe von dem beständigen Wachsen der 

Grofse ß ist, wieder wegzusebaffen Sachen« Diefs gesebiefat siehr Idcbl 

diircii die SuhstituUou b = a^. Hierdurch wird 

-*+il.-«-j+T7ri-r> + 4.«.« {—) +•••) 

Wir hätten nun noch den zweiten der erwähnten Mängel zu beseiti- 
gen« Die Gleichung (3) gilt für jede» z nnr dann, wenn b zwischen O 
nnd 3 liegt; es wäre daher noch die Aufgabe, eine solche SuhstÜnlion für 

b zu treffen, dafs diese Bedingung aufgehoben, oder wenigstens bedeutend 

erweitert würde. Diefs ist aber in der Thal schon geschehen, als 6 ^ 

gesetzt worden war. Denn da d immer abnehmen soll, so wurd afi der, 
positiven Einheit so nahe kommen, als man nur irgend will, vorausgesetzt, 

da£s a positiv ist, mithin b = a^ immer zwischen 0 und 2 liegen; oder, 

was das Nämliche ist, die Bedingiii%;8gleichang für (1), nämlich 2 ^ 6 ^ 0, 

1 

verwandelt sich in 3 ^ ^ 0, d. i. in 2^ ^ a ^ 0, weiches jetzt die 
Bedingnngsgleicbung für (5) ist. 

Lassen wir nun in der Gleichung (6) d immw abnehmen, so wird 
der Ausdruck 

d 

dessen Potenzen in der Reibe erseheinen, unbestimmt, indmn er sieh für 
d s=s 0 auf das vieldentige Symbol ^ reduzirt. Indessen können wir doch 

zum voraas wissen, dafs die Gränze, welcbor sieh — g~ nähert, eine 

bestimmte endliche Grölse sein müsse. Denn da ans dem Vorigen klar 
ist, dab die Bedingumen erfüllt sind, unter welchen die Babe (i) €Oär 
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vei^girt, so mafs auch die Reihe (5) in jedem Falle conveigiren, und dieb 

würde nicht statt finden, wenn sich — j — nicht einer bestimmleo end- 
liehen GroTse als GriinKe t&herte. Ohne ans non vor der Hand weiter um 

dieselbe zu bekümmern, wollen wir dieselbe mit k bezeichnen und zusehen^, 
was daraus folgt. Durch Übergan«^ zur Gränze für abnehmende also 
9s=0, erhallen wfr jetzt aus (5) die Reibe 

1 

und die Bedingaiig fSr ihre Gultii^t isl Züni S^^a^Qy d. h.' sie gilt 
IHr atte positrren a. Man bemerl^l leielA, dafs diese Reihe «Äe unendli- 
che sein müsse. Entweder nämlich, geht ö nicht iu einem bestimmten Wer- 

Ihe vmi X auf und dann ist das entspreebtidb z s= ^ dn Bmeh und folgr 

Ueh die Reihe (i), mithin aneh die damus abgeleitete (6) unendfieh. WenA 
uler d ao beiehaffen wäre, data es trete seines unendlkhenf Abnehnens 

immer in einem bestimmten Werlhe von x aufginge (z. B. für x = 6, 

4 SS — , WO tt ebe ins Unendliche waehsende ganze Zahl bedeutet) , se 

wäre z eine ganze Zahl und die Gliederanzahl der Reihe {i) ^z-^ 1^ 

d. i. = j 4" ^* unendlichen Abnehmen von S nimmt aber diese 

Gliederanzahl beständig zu und folglich ist auch in diesem Falle die Reihe 
(6) eine unendliche. * ' 

Um noch den Werth von k zu finden, müfste man diese Gröfse von 
der lecfaten Seite wei^ehalPen und auf dia linke tnmsponir^n. Diefs ge- 

aehieht leicht dureh die Substitution ^=^"^9 welche deswegen erUubt iat^ 

weil;v leine beliebige Gröfse, k aber eine bestimmte Constante bedeu^, 

bUfj^ch unter all den unendlich verschiedenen Wertben von x auch der 
voricoonen mnfa. Man erhäU hierdurch 

Die Summe dieser unendlichen Reihe ist die schon früher erwähnte Zaid 
^,7182818 • • . , die man immer mit e bezeiehnei. Wir baben felgüdi 
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and diefs ist eine gewöhnliche sogenannte logarithmische Gleichung. Nimmt 
naa beiderseits die Logarithmen in irgend einem Systeme, so ergiebt sieb 

woto«^ der Werth der CoDstante k bestimint ist. Da es der WiOkfilir 

überlassen bleibt, in welchem Systeme der Logarithmus genommen ^ird, 
so können wir auch a oder e als Basis des Systemes nehmen. Im ersten 

Falle wird dann log a = 1 , folglich A' = ^ ^ imd hierdurch geht die 

CHeidnmg (6) in die folgende über: 

Dieses Resultat ist defswegen von Bedeutung, weil es zu dnem gegebe- 
nen Logarithmus die Zahl finden lehrt. Setzen wir uämlicb a*^y, so 
folgt X = log {bas a), folglich 

Nimmt man dagegen in der Gleichung (8) e als Basis des logarithmischen 
Systemes und bezeichnen die Logarithmen desselben kurz mit l, so wird 
kssla und ans (6) 

-' = *+X + T4* + f^ + - Cii) 

welche Form meistens bequemer als die in (9) gegebene ist, obgleich hier 
der natürliche Logarithmus la vorkommt. 

Setzt man noeh a=e selbst, so wird ss i , folglich sehr einfiMfa 

und für e* =:y, woraus x = ly folgt, 
^ ^~* + 1 + 4.2 + 1.2.3+ 

wdehe Formel die ZaU finden lehrt, wenn ihr natihrlieher Logarithmus 

gegeben ist. Man sieht jetzt auch den Grund der Benennung natürli- 
cher Logarithmus. Die Zahl e mufs man nämlich kennen, wenn man 
zum künstlichen Logarithmus einer Zahl die Zahl selbst finden will (nach 
(iO)), es ist daher am natüriiehstea, die Zahl e seihst lor Basis einei 
Systemes zu madm, weil dann die Formel (10) sich am emlhehsten ge- 
staltet und in (15) übei|;eht. Die Reihe (12), weiche in der Analysis 
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eine sehr wichtige Rolle spielt, fiibrt gewöhnlich den Namen der Expo- 
nenziaireih«. 

§. 33. 

Andere Ablwtimgcn der KipomwiitMmhe. 

I. Et isl midi dem Biaonialilieonn fSr jedes x 



(14) 



= *+rW + "T:ä-UJ — TTaTä — UJ +' " 

Ein allgemeines Glied dieser Reihe wäre 

0""») 0"^«) 0"^^) "* 

1.2.8.*.(jr+l) ^ 
Lassen wir hier m ins UnendGcbe wachsen, so kann m betiebig Tielsial 

grSfser als n gemacht, also £ so klein gemacht werden, ab iigend vei^ 

langt wird. Dasselbe gilt noch von den Toiheigehenden Brüchen , 

• — ^ Es ist ako für ins Unendliche wachsende nt 



0 m) 0 ot) ' " 0 m) _ _^ 

Gehen wir wm in der Gleichnng (14) znr Giinze für wachsende m fiber, 

so wird 

und diese Reihe ist jetzt eine unendliche, weil die Gliederanzahl in (14) 
M i war und m ins Unendliche gewachsen ist. 

^ Um nun den Werth von Lim ^1 zu finden, setzen wir erst 

j: B 1 ; aus (16) ergiebt sich in diesem Falle 

iM (l+y*=e (16) 

Oisnhar ist nnn tneh 
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Lim 



weil — ebenso gut eine ins UneBiUidie wachsende Gföfse isl als m selbst. 
Nun isl ferner 



mitbin fiir unbegränzt wachsende m 

wodurch die Summe der Reihe (15) gefunden ist. Setzt man uoch 
— =s so kann man statt der vorigen Gleichung aaeb sagen: fir ein 
bis zur Null abnehmendes S ist 

Lün (1 -|- ix)^ = (18) 
w^a Sfter angewendet wird. 

Der Gleichung (17j läfst sich eine sehr anschauh'che Seile abgewin- 
nen , wenn man die Lehre von den zusammengeselzten Interessen mit ihr 
yerimäpft. Bezeichnen wir nämlich mit p die Interessen eines Thalers 
för ein Jahr, so ist bei einfachen Interessen das Kapital 1 in einem Jabre 

auf 1 -f'l' angewachsen. Werden dagegen die Inleresseu in Terminen 

i ■ ' 

von — Jahr zun Kapital geschlagen und mit verzinst, so ist der Werth 

des Kapitales 1 am Ende des ersten mtel Jahres s= 1 -f- am Ende 

des zweiten »ttel = ^1 -f- ^ i ^ £nde des dritten mteis = ^1 -f - ^ 

n. s. f. , also am Ende des ganzen aus m gleichen Theilen bestehenden 
Jahres 



wie man leicht.durch ganz anische fiatraehtBOgea indeL Läist man wm, 
m bestSniBg wachsen, so werden die einzdnen Termine immer mehr und 
die Zeiten zwischen ihnen immer kleiner, man nähert sich also immer 
mehr einer stetigen Aufeinanderfolge der Termine. Geht man znr 



Digitized by Google 



Vi. Die E«pflp«nii«lraihft. 1^ 

Gränze für wachsende m über, so erhält man nach Formel (17) als 
Werth des Kapitals am Ende des Jahres , wenn stetig nach einander ia 
jedem Augenblicke die gewomeDeii Interessen zum Kapitale ^gesohhgoi 
und gleich wieder bit verzinsl werden. Hin kann daher aneh sagen; 
Eine Gröfse, welche in einer gewissen Zeit bei einfachem Wachsthnm von 
i bis 1 -j-l' zunimmt, wächst in derselben Zeit auf e^' an, wenn das 
Wachsthum so geschieht, dafs in stetiger Folge jeder bereits erzeugte 
Theil gleichmälsig wieder n^e Theiie mit erzeagen hilft. Das firsle ent- 
spriUihe etwa emer nnorganisebeo Aohünfnng, das Zweite einem organi- 
schen Prozesse. 

Eine andere sehr elegante Ableitung der Gleichung (12) ist folgende. 
Man bezeichne mit /'(a;^die imbekannte Summe der für jedes x convergen- 
ten Reihe 

*+i+A + i:t:s + 

dann ist entsprechend 

• « 

Multipüzirt man beide Gietchuogen mit einander , so erhält man 

•1.2.3*1.2 * l'l ' 1.2*^1.2.3 
u. s. f. 

Bezeichnet man die einzelnen von x und ff abhängigen Horizontalreihen 
mit I] j t^y t^y . . ., 86 ist 

und 

»""1.8...« ■ 1.2...(?i— 1) ' 1^1.2... (ä— 2)* 1.2^'" 

■ 1 * f 1) ' I -«•S...« 
IMeÜB Üist sich in folgende Form bringen 

= TTT—» + +."-T^' '"^ ''• + •••+ «'•] 

d« L Bach iim WmmMmmnm fSr giuuBe foaitiv» Ex^ooMte 



Digitized by Google 



160 Cap. VI. Die fij^oneiuualreihe. 

• i. «.5...« 

Hiernach wird ans der Gleichimg (20) die folgende 

dl. i. wenn nuin gich an die Bedentuog von «rianart» 
Daraus folgt nach §.12 

/W = [/(!)? 
Temiöge der BedeaUmg yoii f(x) isl aber 

mithin f{x) = e'^ oder 

wie in der Gleiehimg (12). 

Hieraus kaan man auch rückwärts wieder die Gleichung (11) ableiten, 
wenn man bemerkt, dafs e^" = a, folglich a* = (e^«)* = e*'« ist und 
nm a:l0 an die Stelle von x in die Gleichung (21) setzt. Nimmt man in 
SS a beideraeÜB die Logaritlmien des Systemes a, so folgt la^loge 

s: i , folglich la SS uid dadurch erhält man ans (11) wieder die 

mit (9) bezeichnete Gleichung. 



Capitel m 

Die logarithmischen Keihen« 

§. «4. 

Ableitung einer logaritlmmchen Reihe aus dem BiDomialtheorem. 

Wir haben in der Exponenziakeihe die Auflösung der Aufgabe ge- 
tadeny IHr ein gegebenes legarithmisehes System die Zahl sn bjBstnmen« 
welebe zn ebem gegebenen Logaritfuhas gehM. Es liegt uns mm ob, 
auch die umgekehrte Aufgabe zu lösen ^ nämlich zu zeigen, wie man zu 
einer gegebenen Zahl den Lojgahthmus irgend eines Systemes £ndet« Wir 
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stützen uns hierbei auf eine Eigenschaft des Logarithmus , welche wir im 
vorigen Gapitel kennen gelernt haben und die darin besteht, dais die mit 
k heseichnele Gränzei weicher siob der Aiudrack 

für abnehmende ö nähert, durch Logarithmen ausgedrückt werden kann. 
Es ist nämlieb yennöge der Bedeatong iikid des spSier gefimdenen Werthes 

VOD k 

, . — 1 • Ar a 
Lm — 3 — s= 

o hg 9 

wobei die Logarithmen in einem beliebigen Systeme genommen werden 
können. Nehmen wir sie als natürliche , wie schon einmal geschah > so 
wird 

fl^ — 1 

Lim — j — = Äi. (1) 

Hier könnte man nun ff durch eine Reihe darstellen, entweder mit Hülfe 
der Ezpon^zialreihe oder durch das Binomialtheorem. Das Erste würde 
zu einer Mosen Identität führen uftd wir yersnehen daher das Zweite. Zu 
diesem Zwecke wollen wir aber ecst eine zweitheilige Grdllse an die Stelle 
des a setzen und nehmen daher a = 1 wodurdi 

wird. Nnn ist aber fiir-|-l>ar^ — 1 

d 

— 1'+1.2'' + 1.2.3 ' + 1.2.3.4 
iolgücb, wenn wir d bis zur Grilnze Null abnehmen lassen» 

0 

and diese Reihe ist eine unendliche/ weil der Werth, den wir für fi in üe 
Binomialreihe gesetzt haben , keine positive ganze Zahl , sondern ein be- 
ständig abnehmender ächter Bruch war. Die Reihe selbst gilt so lange, 
als X zwischen -f- ^ und — 1 liegt. Da aber d. i. das frühere f», nur 
podtive Warthe bekommen hat, so bleibi die Reihe nach §• 26 aneh für 

ScUMdi AMlyrii L 11 



Digitized by Google 



162 Ctf* VII. Die logarilhwiftfhen Oeiheii. 

ar = Hh t der linken Seite identisch. Vergleichen vdr nun das obige lie- 
snltat mit der Gleichung (2) , so können wir sagen : so lange x die Grän- 
z6q -|- 1 und — i nifihl überackreikei, iit 

F«r « 3s 1 erhiOt mui den Werlk von /S» ninliek 

wd»ei die Reihe rechts noch oonvergirt. Für =— - i wird die Aeike iE 
(3) divergent and hat keine eodltche Somme; in der Thal ist auch 1(0) 
keine angebbare Gröfse^ weil üe Legarilhiiien von ächten Brüchen über 

alle Gränze hinaus als negative Gröfsen wachsen, wenn die zugehörigen 
Brüche sich unbegränzt der Null nähern« 
Für negative x hat man aus ($) 

Ninunt man nocli 



z -\- i 

wo mm X immer ^iu ächter Bruch ist , sobald z eine positive GröEse be- 
zeichnet, so erhält man miler der Bemerkong, dafs 

ist, für alle positiven z die Gleichung 



(6) 



die man mittelst der Gleichung (S) auch nnmitlelhar aus der Formel (8) iu 
§. 30 hätte ableiten können. 

Hiermit wäre das Problem gelöst, zu jeder Zahl den natürlichen 
Logarithmus zu berechnen. Für alle Zahlen unter 1 dient die Formel (5) 
und für alle über 1 die Gleickong (0)» Natürliche Logarithmen negativer 
Eahleit giebt es nicht, weil man • nicht auf eine solche Potenz erhehea 
kann, dafs eine negative Zahl heransldime; also erschöpfen die Reihen in 
(5) und (6) schon alle Fälle. Wollte man in (5) x gröfser als 1 nehmen, 
SO wurde die Reihe rechts divergiren , während links etwas geradezu Uii* 

])a«b«r4ieiUihekntermügiiehe€MGm«^ to 
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Ist auch ihre Summe, weaa auch ins Uneodliche wachsend, doch mÖ^hch, 
<kb8chon nicht angehhar. Bs mülsie also etwas Mögliclies einem Uninögli- 
tkm gtoieb sem, wonps idmi altlit, da^ M di?«foiaMi A«iiitii «i^li 4as . 
Band dea Glmchheitszeidieiia läat 

Es lassen sich aus den bisherigen Reihen noeh einige andere für prak- 
tische Berechoung bequemere ableiten , die aber auch theoretisch von In* 
leresae md. 

§• 35. 

I. Durch Subtraktion der Gleichung (5) von (3) uud nachhenge Di- 
vision mit 2 erhält man Gir sf^i 

Nimmt man hier 

wenn für jedes beliebige positive z die Bediugimg x erfüllt ist, so 
ei^pebt sieh leicht 

Setzt man noch für so wird 

Hier sind zwn Fälle za unterscheiden; nämlich ob z positiv oder negntiv 

ist. Im ersten kann man 2/z für l{z^) setzen und dann hat man 

ist aber 2 negativ, steht also — 2 für x, so darf man nicht etwa scUie^ 

fseu, /( — z^) = 2 ^( — z), sonst würde man auf ein total falsches Resui- 
Utt kommen. Man erbieUe nämlich 

und hieraus würde folgen, dals H — z) = /(-f- 2) wäre. Der Grund die- 
ses Fehlers ist einfach der: Iz und ^ /(s*) sind ganz verschiedene Funk* 

(onen iron z, die woU fär positiTO Werthe von z übereinstimmen, aber 

11* 
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mehl Ar begathre; im letsteren Falle ezistirl nümfich die erate ^iditioift 

gar nicht mehr, während die zweite dann die nämlichen Werthe giebt wie 
für gleichgrofse positive z. Construirt man beide Funktionen geometrisch, 
SO hat die der ersten Funktion entsprechende Curve nur einen Zweig, die 
andere swei eoograente Zweige. Es ist daher nicht for jedes z 

II. Kennt man schon den Logarithmus einer Zahl so findet sich 
der Logarithmus von a r]- 6, wo ist, durch die Bemerkung, dafs 

o + 6 = a ^1 mithin lifl-^b) = la + l^ ist. Da der 

Voranssetsung nach ^ ein ächter Broch sein moh^ so darf man die For^' 
mei (3^ in Anwendung bringen, wodurch man erhält 

Eine brauchbarere Formel ergiebt sich aus der identischen Gleichung ' 



^ 1- 



Setzt man hier ^ ^ an die Steile von ar in die Crleiching (7), 
so tekommt man leicht: 

und diefs gilt, so. lange x = ^ ein Ichter Bmch^ d. i. so Unge 
a positiv ist. 

Nimmt man in den Foimehi (3) und (5) :r = - , so erlriiH man 
vermöge der Gleichungen 



ff P P 



*) Diese Bemerkung ist auch für die Integralrechnung ron Wichtigkeit, wo 
<Ur Nichtbeachtung denelbea einige grobe Inthumer entftanden «ind. 
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♦=/(,+i)-i + l(i)*-l(!)" + ... 

und durch Addition beider und nachherige Diirisioa mit 2 



(13) 



Diese Fornel ist sehr braaehbar; da man nSmlich nnr die Logarithmien der 
Primzahlen zu berechnen^brancht, so sind fnr eme Frirazahl p die Zahlen 

p — i und p -{- i zusammengeselzte Zahlen , mithin ihre Logarithmen 
schon bekannt. Diefs setzt indessen voraus, dafs die Logarithmen der 
ersten Primzahlen 2 und 3 bereits gegeben seien. Aber auch diese lassen 
sieh leicht ans der olngen Reihe selbst Mta». Fiir jpssS .md'jiBS 
eiUilt man n&nlich * 

« 

Bezeichnet man die Summen der Reiben rechts mit A und B und beachtet, 
daCi 24 = 2l2 iaif so erhält man die zwei Gleichungen 

2 2 

weiche zwei Unbekannte 12 und U enthalten. Entwickelt man dieselben 
algebraisch daraus, so eigiebt sich 

/8 SS 2^-1- 4 /3 SS 6^ -i- 4J9 

womit die gesuchten Logarithmen aus den Summen zweier Reihen berech- 
net werden. ^ 

Die bisherigen Formeln lehren Uns den naturlicheii/Logarillunos ei- 
nev Zahl- berechnen und es wäre daher noch die Frage, wie man die Lo- 
garithmen jedes anderen Systenies auffinden sollte. Für den ersten Augen- 
blick könnte man glauben, dafs hierzu noch besondere Reihen nöthig seien; 
diefs ist aber gar nicht der Fali$ es reicht hin, die natürlichen Logarith- 
men mit einem gewissen constanten Faktor zu multipliziren,. um sie so- 
gleieb in die künstlichen eines verlangten Systemes zu verwandehi. Es 
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ist nämlich, wenn b die Basis des könstlioben Systemes |>ezeichnet» für 
jedes z ' 

« «te und auch t= ißm; (ku i). 
Ninmit man beideraehs die datHflidien Logarithmen, so ergiebt sieh 

mithin 

Hai man also die liOgarithmeB für die Basis b sa herechoen, so braucht . 

man blos die natüriichen Loi^arithmen mit dem Faktor den man den 

Hodalus nennt, zu multipliziren. £s ist z. B. für das Brigg^sche Sy- 
stem, worin 10, 

HO =z S,8(»585003*), 7^ = 0,484S944ßS 
also die lelziere Zähl der ModnlüB dieses Syslemes« 



Gapitel YUL 

Die^ Reihen für dea Sinus und Cosinus. 

Vorbncitende Sflts^ 

Nachdem wir in den letzten drei Capitehi die Relatiooeu kennen ge- 
lernt haben, welche bei der Potenz, der Ezponenzialgröfse und dem Lo- 
garithmus statt finden, ist es mm maett Aufj^e, uns mit den goniometti- 
schen Funktionen und ihren Umkebrnngen, den cyklometrischen, zu be- 
schäftigen. Die hierher gehörenden Entwiekelnngen bilden den reichsten 
un^ interessantesten Theii der Analysis, aber sie erfordern auch einen ei- 
genlhimliehett Galcäl, dar uns in den nXchslen Gapiteln beschBftige& wird* 
Indessen MUlit sieh anabbüngig vott demselben doch Einiges entdecken und 
dieses wird der Gegenstand unserer jetzigen Betrachtung sein. 

Wenn uiau das Gesetz beachtet, nach welchem sich die Binomial- 

*) Man findet cßefs I^cht durch die Benerkang 110 » ^(3"^ -\- 1) i ment mdA 
man IS uadi dMr oben gezeigten Weise» dann Ist I9ai2l3, and 1(9 -|- 1) lafiit sich' 
dann ans 9(Miill (12) rOr « n 1, «Mtt9 aUellfen. 
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eodlizieüten durch successive Addition bilden, so bemerkt man bald, dal's 
ein Verfahren, welches dem am Ende dea §.27 benutzten ganz äbnüdli 
M, aiich anf goniiimetriMhe Fuktioi^ Mittdii des |^ 

iMMBlrifclMii Stteet 

2 CO« a cos b = cos {a-\-b) -|- cos (a — b) (1) 
liat man nämlich 

ßcos X . cos mx z= eo$(fm'\- i)M cos (m — i)x, (2) 
MaltiyUart maa b«dmeita mi^eoix und imdet die Fainel(i) eof je- 
dcf der reebte entelehenden Ceaimuprodukle «o wird 

(2 cos jc)* cos mx = cos (/« -J- 2) ar -}- cos mx 

-|- cos mx -|- c<w (»i — 2) jr 

oder 

(2 cot jr)^ eof nur SS OM (m >^ 2) ar -|- 2 eo« mjp -|- eof (m — 2)jr. (S) 
Koltiylizirt man wieder mit 2 iso$x und zeriegl reebts, so entsteht 

(teosx)^ cos mx 
Ä cos (w -|- 3) + ^"0^ {»i -\-i)x 

4* 2 CM (m -f- i) X -|- 2 cof (m — 1) jr 

i* i. {%eos eos mx \ 

= cos {m-\-^)x -\- Z cos (;« -f - 1 ) X -f - 3 cos {m — i)x-\- cos (m — 3) xj 
Eine nochmalige Anwendung dieses Verfahrens giebt 

i^eotx)^ CM nur ' ) 
= eos (///-|-4) x-\-^€os {m-{-2) x -f> 6ewmx-f- 4eof (m— 2) x-^-cos (w— 4) x) 
Alan bemerkt hier sogleich , dal's die in den Gleichungen (2), (3), (4), (5) 
vorkommenden Coeffizienten der Cosinus, nämücb 

1, 2, 1 

1, 3, 3, 1 

4, 6, 4, 1 

u. s. f. 

die Binomiaicoefliztenten sind ^ weil sie sich auf dieselbe Weise durch suc- 
cessive Addition bilden, wie früher beim Binomialtheorem gezeigt wurde. 
Setzt mau das oben gebrauchte Vcriaiiren bis zu einer beliebigen positiven 
ganzen Zahl n fort, so ist 

eos x)^ eos mx 

^«0 «of (si+«)x -|- »I CO« («4-«— -|- ff^Mif (m-f-«— 4)x-f - •••}(6) 

. . . -J- cos {m — »-|-2) X -|- CO* — «) * 
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mA dieb gill für j^dies wÜlkihrliche ab«r mir für ganzo pon- 

Dieser schon aa luid iiir sich interessante goniometrische Satz bildet 
die Gnmdiage nnsefer weiteren EatwiGkeluqgen. Der Lauf derselbiM-ist 
folgendere 

Nebmea wir an, m sei eine positive ganze ZaU mid = so isl 

(2 cos x)^ cos mx \ 
s= cos 2mx '^m^eos (ßm — 2) x -^-m^cos (2m — 4) -|- . . .> (7.) 

... 4- «ai«! CM a« -|- w,, / 

1 

2 



oder wenn -o; für x, gesetzt wird, 



m 

cos --x 
2 



= niQ cos mx -|- cos {m — 1) j: -|- /«^ cos {m — 2) j: -|- . . .( 

• '"»—1 ^ "I" 
Bemerkt man , dafs immer = »to = 1 , m^i^j = n. s. f. ist, so 

kann man die Reihe auch in umgekehrter Ordnung schreiben, wie folgt s 

X^eos -x\ eos —X ] 
V 2 ; 2 1 (9^ 

= 1 -J- »Ii cos X -\-m^cos1x -\-m^cos^x -\- '\~ cos mx.) 
Ganz ähnliche Sätze, wie die bisher entwickelten, lassen sich auch 
fOr den Sinns entdecken. Man fangt hier mit der identischen Gleichung an: 

9 eosx , sdtmx = sin (m i) X -{- sin (m — i) x 
durch Multiplikation mit 2 cos x und Zerlegung auf der rechten Seite er- 
hält man leicht 

(2 cos x)^ smmxssistn(m-^ü)x^2sinmx'\-sm(m — 2) jr 
WO man wieder das nändiche Verfahren anwenden kann. Man bekommt > 

üherhaupt für ein positives ganzes n 

cos x)^ sin mx \ 
= Mq sin{m'\'U)x -f- nism(m'{'n — 2)x -|- — 4)ar -|-...>(10) 

• • • + n^^sm (m — n-{-2) x-^-n^süt (m— ») x ) • 

welches das Gorrelat zu (6) ist. Es fo(gt daraus far ein ganzes positive« 
711 und n=zni 

(2 cos x)^ sin mx 

=5 «In sin 2j0Mr--f' (2 m — 2)x m^sin {2 m — 4) -f- . . . (Ii) 

. .... "4" ntfu^j sw 2x 

Setzt man hier - u; für o: und schreibt die Reihe rechts in umgekehrter 
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Ordnung unter der Bemerkung, dafs m^^^ = s = ''^s«^* ^- ^' 

ist 9 so ergiebi sich 

I 2 cof JT I n» X ^ f 

. • . 

^m^suix -f- m^tätüx -f- SM $x -f- sät ms) 

ein Satz, welcher dem in (9) entwickelten ganz analog ist. Setzt man 

noch x = n — 0, und bemerkt, dafs für ein ganzes positives n 
eos n(n — Ö) = cos nn cos ( — 1)" cosnQ 
smn {n — 9) = — easnitsinn^ = ( — i)^^ smn^ 

isl, so entstehen ans (9) nnd (12). die folgendea beiden Satzes 



eof — (» — 6) 

2 HiS) 



= 1 — m^cos ^ m^cos 2^ — co« 3 d • • • -f- ( — l)" <w «0] 



fl* Ml» 

)7t 



SS flij «äi • — läi 2 0 jai 30 — . • 1 -|- ( — 1)*** dnnA 

m 
2 



2t 

Bs sind in beiden Gleichungen die Werthe yon — — 0) und 



^ 2 — 0) nicht weiter entwickelt, da sie sich yersohieden gestallen, 

je nachdem man für m einengende oder angerade Zahl setzt* Nimmt man 
z. B. in der Gleichung (13) snccessiTe » = 0, 1, 2, 3, . . • » selbst, 
so erhält man folgende Reihe von Gleichungen 

1 = 1 ^ 

^2#i«io^ ^0 =s 1 1^ eofS 

(1 \* 2 
2*?»-ej coÄ -0 = 1 — 2^ cof d -|- 2^ CO« 2d 

2«ui-dj 5m -e =: 1 — 3, €«»0 4*3« ^^s 



(15) 



(1 A** ffi 
2«i>i-d j e) = 1— mii!o»e-f.OTjjCM20— ...-f-C—l)***' «wsiO 

Das Gesetz des Zeichenwechsels ist hier leicht zu übersehen} ist nämlich 
p eine ganze positive Zahl, so hat man 
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Es Iiulicii also zwei auf einander folgende Glieder ein gerades und darauf 
ein ungerades der V^ertikalreihe links in (15) gleiches Vorzeichen; das Zei-^ 
ehen wechselt folglich von Paar za Paar. 

Ans der Reihe (14) eihält man ganz SIhnUch iur m = 1, 2, 3, . . . 

(1 \* 2 
2 sin - 0 J sin - 0 = 2^ sM — 2^ *i«20 

2*«»-dJ ,CM-Ö = 3^«»0 — 3^f(»26-|-3^£m39 
^2 «2)2 i m 1 6 = 4 1 «m « 4« m 2 • 4g 3 0 

^2#& i 6^*" «>i ^ (TT— 0) =»ii«««— mg«ii2»+.,. +(—!)"** «Ml«» 

Von diesen Gleichnngen werden wir mm sogleiGh eine Anwendimg 
machen« 

§.37. ' ^ 

Die Cosinus- and Sintureihe. 

Wenn man in der Gldchnng (15) die erste Horizontalreihe mit -|- m^, 
die zweite mit — > m^, die dritte mit -|~**a« ^ fierte mit — n. s. f. 
multiplizirt und Alles addirt, so eihält man Felgendes: 

(1 \* 2 / 1 \* 4 

2«!»- Ol <?<w-0 + «4 1 2«« - 0l — ... 

(1 \ 1 / 1 \' 3 C 1 \* 5 

2««-0jÄi/i-9 — i»jl25Wi-0l ««^0-|-»«6 I 2*01-0 J *t«j» — ••• 

— «o — »»1 + »»a — '''a "l~ • • • i 

-f- cos ö (Ij »ij — 2i7«2 -|- 3j — . . . . '4"'«i«m) 

-f- CO* 26 (2jj/«j — 3*"*» + *a^4 — • • • i "»«"»«J 

-|- eiw30(3,«s *s«4 + ^8»*5 — • 

CO« Sl» • «||^«||^ 

AÜe Horizontalreihen anf der zweiten Sdte der GIddnrag sind aber smn- 

inirbar nach Formel (5) §. 31 , wenn man das dortige w = 0, 4 , 2, ... 
m — 1 setzt. Man lindet auf diese Weise, dafs die Summen aller dieser 
Reihen, deren jede nächstfolgende der Zahl nach ein Glied weniger bat, 
ak die vorh«i|;dmde, gkaeh Null aindy mit AiMialnie der iebeten Reüie, 
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welche nur ans einem Gb'ede m^^ = 1 besteht. Wir erhalten hier- 
durch den merkwärdigen Satz: 

* 4 



Durch ein ähnliches Verfahren bekommt man aus der Gleichung (16) einen 
analogen Satz. Man multiplizirt nämlich die erste Horizontalreifae mit 
die zweite mit — m^, die dritte mit -|- u. s. f., worauf man 
AUes addirt; man lindel leicht durch Anwendung des schon voriier ge> 
brauchten Satzes (5) §. 3t die Gleichung: 



(. 1 \ i ( 1 \* 3 ' 

(1 \* 2 C 1 \^ 4 

2 - 9 j *w j 0 — ^4 I 2 iia - dl - 



(18) 



Von diesen beiden Sätzen lassen sich nun sehr elegante Anwendungen zur 
Beslimmnng des Gesinas und Sinns durch den Bogen machen. 

L Wir wollen die Reihe (17) einfach durch 

«»«• = ^0 — -^« + ^4 — ^6 + -'-) 

darstellen und dabei bemerken, dafs für jedes ganze 

1.2.3...(V) r""2*j ""^T* 

1 •S.3...(2jp-|-I) V » / Ä 

ist, wobei die Reihe (19) m-\- Y Glieder enthält und aus den vorstehen- 
den Formehl hervoigebt, wenn jp =^ 1, 2, 3, • • • gesetzt wird. Neh- 

X 

men wir noch md = o;^ woraus an = - folgt, so ist 

= + — 

und durch Emföhrnng des Werthes m — r bringt man die Ausdrücke für 

s 

il^ und ^api-i leicht auf die folgenden Formen: 
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ar(jr— e)(ar — 2e)...(jr — — lö) | ^^'^ä^ | 2/? ^ 



ä .2.3... (2/^+1) V ^ / a 



Hur sind «an x und 0 zwei im Ganzen beliebige Bögen , nnr der einen 

Bedioguiig unterworfen , dafs ihr Verbältnirs - eine ganze Zahl (das fini- 

9 

here m) sei. Dieser Quotient bestimmt zugleich die Anzahl der Glieder 

in jeder der Reiben (20); fiir ein gerades m = 2n bat die obere Reibe 

s -|- 1 = 29 ^ ™^ ^® untere * = ^^^^9 ^ ^ ungerades 

den beide Eeiben in (20) gleichzeitig unendliche. Wir haben nun noch 
die Gränzen zu bestimmen» welchen sich die Ausdrucke A^p und B^p^^ 
BÜheni, wenn • bis zur Grilnze Null abninmit. DiefSi hat durchaus kdne 

Schwierigkeit; es ist nämlich 



1.2.3...(2;i), . i.2.S...(2|^) 



folglich 



cw == i 

6 



»«^ 1.2. 3. ..(2/») 



219-1-1 

Ebenso leicht findet mau, weil Lim sin — 6 = 0 ist. 

Lim j8,p+i = 0 

Führt man diese Werthe in die Gleichung (20) für p = 1 , 2 , 3 u. s. f. 
ein, so ei^ebt sich 

C0»»s=l - I- .4-...IÄMIA (21) 

* 1.2^1.2.3.4 1.2.5.4.3.6^ ^ ' 
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und diese Gleichung mufs für jedes x gelten, weil diefs bei der Gleichung 
(SO) der Fall war. In der Tbat convergirt die Reihe rechts auch für je- 
des X und hat daher immer eine endliehe Grölse zur Sonme, wie aneii 
oof X immer einen endlichen Werth hat. ^ 

U. Eine ähnliche Transformation führt uns zu einer Reihe für den 
Sinns. Wir setzen Juirz statt der Gleichung (18) die folgende 
«M mO = ^1 — A^-^- — -f- . • .) 

worin für ein ganzes positives p 

'^- •'■-''.?.7'!:-„rj ^^("*s')'"-*'-4^' 

ist und die einzelnen Glieder in (22) dadurch entstehen , dafs man ji = 0» 
1,2, ... setzt. Für m^ = x, also m = ^9 wird 



smx SS — ^3 + ^5 — -^r + '"i 



(SS) 



1.2. 3. ..(3/^+1) \~r~ y ^'^^ ~2~ * 

^«IH^«— 1.2.5... (2/» + 2) \ • / a • 

Lassen wir hier 0 his zor Griinze Nnli abnehmen, so laufen d^e heiden 

Reihen (23) ins Unendliche fort, weil die Gesammtanzahl ihrer Glieder 

SS m SS y ins Unendliehe znnimmt, sobald • sieh der Grilnse Null nihert. 

« 

Es ist noch 



Lim A.^. = r — r i— Tv» ^1^^ ^«»4.1 — ® 

1 . 2 .3 ...(2/»-|-l) ^ 



folglich wird jetzt ans (23) die folgende Gleiehnng 

weiche fiir jedes x gilt und in welcher die Reihe immer convergirt. 

Die Gieichongen (21) und (24) tosen die Aufgabe» den Cosinns oder 
Sirnis mnü Bagens sa finden, wenn derselbe in IMten des HalbaMssm 
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• 

gegeben ist. De sidb ms dem Siiras imd Gosmos alle übrigen goniome- 
irischen Funktionen ableiten lassen, so hat jetzt auch die allgemeinere Auf- 
gabe, die gouiometriscbea Fanktionen eines Bogens zu berechnen, ihro 
Lösung gefooden. Iad|pßen werdea wir später dafür noch besondere Nach- 
weisungen geben. 

§. 38. 

ZoHtniiienhAiig swisdiai den Bxponenzialgröüsea , den ^niu und Gounn» mittelat 

dos JbDDAgjuuiroii. 

Es wird sich Jedem, der die Formeln (21) und (24) mit der Expo< 

ncnzialreihe vergleicht, die Bemerkung aufdrängen, dafs diese drei Reihen 
eine gewisse Ähnlichkeit mit einander haben. Abgesehen nämlich vom 
Vorzeichen, enthält die Cosinnsreibe die Glieder gerader, die Sinusreihe 
die Glieder ungerader Ordnung aus der Ezponenziahreihe. Man I^Snnl« 
dieselben auch ans der Exponenzialreihe selbst sondern und zwar auf fol- 
gende Weise: Man setze in derselben erst ix und dann — ix, wobei % 
eine erst noch zu bestimmende Gröfse bezeichnet, an die Stelle von 
so wird 



1*3 



• *"~r'*Tr2~" 17273 + 

Addirt und subtrahirt mau beide Gleichungen, dividirt dann im ersten Falle 
beiderseits mit t, im anderen mit St, so erhält man 

i 2 ""*'T"T72'*'l.2.3.4 + *" 

Diese Reihen enthalten, abgesehen von ganz die nSmHelien Potenzes 
und CoefBzienten wie die Reihen (21) und (23), und sie würden völlig in 
dieselben übergehen , wenn man die noch unbestimmte Gröfse i so bestim- 
men könnte, dafs die snccessiven geraden Potensen derselben dea Zei» 
ehenwechsel heri»eifahrten, wenn also wkn 

1'»=— 1, t*=+i, t*»«^!, i-»=-f- 1 u. s. f. 
Alle diese unendlich vielen Gleichungen reduziren sich aber auf die erste, 
weil sie die snccessiven Potenzen derselben sind, also von selbst erfüllt 
weidnB, wm niB der ersten G«B%e SU kislCR V8i^^ Ana diesor 
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folgt aber i = — 1 ; hier ist nun zwar i geradezu arithmetisch unmög- 
lich, weil es keine Zahl giebt, die mit sich selbst mulüplizirt — 1 hervor^ 
Mehte, und diefs koonte vu fast in anserer ganzen Betrachtmig hem- 
men ; wir wollen aber doch das Resultat i = V^— 1 beibehalten , weil 
es uns wenigstens zu einer formell merkwürdigen Relation verhilft. Da 
nämlich für diesen Werth von i die Reihen (1) und (2) mit denen in (Sl) 
uid (24) identisch werden, so isl jetzt 

^ =.easx (5) 

=2 sin X (4) 

Hienuis folgt noch, wenn man die zweite Gleichung mit — i mnlti|iii- 
lirt, und darauf beide addirt und subtrahiri: 

€*y^ =z cos X sin X (5) 

= — V—i sm X (6) 

Diese letzleren Gleichungen kann man auch unmittelbar entdecken , wenn 



in der Ezponenziakeihe x V — i für ^ nimmt und bemerkt, dafo 

(y—^Y^-K, (v^*=+i, (»/=D«=-i, etc. 
iyiziY^-Y-i, (v':^»=+v':i5, (v'^)^=_»^iHf, «tc. 

ZU setzen ist, wodurch sich die Exponenzialreihe in zwei andere Reihen 
zerlegt, von denen die erste der Cosinus ist und die zweite (die Sinus- 
reihe) den gemeinschaßüchen Faktor V — i enthält. 

Welche ist nun aber die Bedeutung der vier gefundenen Gleichungen 
und was sollen wir mit ihnen anfangen? Diese Fragen wird Jeder auf- 
werfen , der die letzten Resultate mit allen bisherigen vergleicht , von 
denen sie sich durch die nieue Eigenschaft unterscheiden, dals in ihnen 
eine Gföfse voikommt, die auf keine Weise durch eine Zahl dargestellt 
werden kann. Wir wollen diese Fragen durch die folgenden Betrachtun- 
gen zu beantworten versuchen. 

Da£i das Unlenehmen, den Sinns und Cosinus durch zwei Exponen- 
zialgröfseo anszudrüeken, auf unaKfgtiehe Zahlen fuhren mulste, hätten 
wir eigentlich voraussehen können. So lange nämlich i eine mögliche po- 
sitive Zahl bedeutet, ist 0* eine Funktion, welche für wachsende. stets 
wächst und immer positir bleibt, die F^mktion 6~** dagi|;eii nimmt be> 
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ständig ab, ohne jedoch negativ zu werden. Hieraus folgt , dafs auch der 
Audmck * 

eine stets wachsende, immer positiv bleibende Funktion darstellt. Diese 

Eigenschaften stimmen aber gar nicht zu denen des Cosinus , welcher bei 
wachsenden x zwischen den Gränzen -\- 1 und — 1 hin und her oszillirt. 
Es ist daher gar nicht zu verwundem , dai's wir in (3) für i eine unmög- 
liehe Zahl gefunden haben , und ganz ähnlich verhält es sich mit der Gki- 
^hnng (4). Indessen sind diese Gleichungen doch andererseits nidil ohne 
Bedeutung, ja es läfst sich sogar voraussagen, dal's uns dieselben für man- 
che Aufgaben von grofsem Nutzen sein werden. 

Es wäre mimlicb leicht möglich, dals wur für die Lösung irgend einer 

Aufgabe eine unbekannte Funktion unter der Form j\x) s ~ (e^^ -|~ 

2tt vermuthen hätten , in welcher blos noch die Gonstante i zu bestimmen 

wäre« Fänden wir nun % = — \ , so würden wir, wenn uns die Glei- 
chung (5) nicht bekannt wäre, die Lösung der An%abe für unmöglich hat- 
ten müssen; dagegen bdehrt uns nun die genannte Relation , dafs diese 
Unmöglichkeit nur eine scheinbare, und dal's die Aufgabe nicht schlecht- 
hin unmöglich, sondern nur in der angenommenen Form unauflösbar sei. 
Die Gleichung (3) giebt uns dann einen Fingerzeig, dafs wir bei der An- 
nahme, f{x) sei von der genannten Form, einen Formfehler beg&ngen 
haben und dafs die gesuchte Funktion hier nicht eine stets wachsende, son« 
dem eine periodische sei*). Hieraus erhellt, dafs die Gleichungen (3) 
und (4), die zwar an und für sich leere Combinationen von analytischen 
Sehemnten ohne Begriffe darstellen, doch den grölsten Nutzen gewähren 
können und dals es wohl zweckmäTsig sein möchte, solcher Beziehungen 
noch mehrere zu entwickeln. Wenn wir also die Sprache der Analysis 
recht verstehen, so hören wir hier die Aufforderung derselben, uns auch 
nach solchen Gröfsenverknüpfungen umzusehen, welche scheinbar Unmög- 
liches darstellen, die aber in der That nur beweisen, dafe diese oder jene 
Funktion unter einer gewählten Form nicht gegeben werden könne. 

Wollen wir nun dieser an uns ergangenen Aufforderung nachkommen, 
so haben wir uns zunächst nach den Mitteln umzusehen, durch welche wir 

*) Iii der Hüft kommt diflMr Fall bei der Int^gmtioii dw Diffoonialgleiohoiigeii 
in der hfibnen Aaalyut vor. 
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die genannte, anscheinend schwere Aufgabe lösen könnten. Hierbei die- 
nen uns die Gleichungen (5) und (6) als Rathgeber. Man bemerkt nämr 
tttthy Ms es aiieh ongekehrt sehr leiclit ist, die Foonelii (3) und (4) «as 
doi letBteren (5) und (6) äbsnilmten,' sobald man diese aif die dort ai§»- 

deutete Weise unmittelbar atis der Exponeiizta&reilie entwickelt hat. Die 
Bedeutung:; der (jlleicliungcn (5) und (6) hrstelit aber ganz einfach darin, 
*da£s 8ie.<aj|geben , in welche neuen Funktionen sich die Exponenzialgroise 
noisetzt, 7 won die Verändei^eiie zu einer nnmäglieben Zaiii wiedtr höpx^ '■ 
tai' wir nun* etwas Ahnliehes für atte übrigen in der AnalysiS yorkommeiH 
den Funktionen leisten, so würden wir auch die vorher gestellte Aufgabe 
lösen können , weil wir dann nur solche geschickte Combinatioucn der 
«■brickelten Gleichungen vorzunehmen hätten, dafs auf einer Seite die un- 
irtggtiidwn Zahlen verschwänden, wie diefs bei den jGleiohiiBigett (5) nnd (A) 
dimh AdMon und Subtraktion geschehen kann. Wir wollen demnaeh 
unsere Aufgabe etwas bestimmter fassen und fragen, in welche Funktionen 
^(j3c) und ^'{.r) sicii eine gegebene Funktion /'(o;) bei unmöglichem x der- 

giplldt zerlegt, dafs , . 

/(a^ |/=i) = _|- i ^(^) (7) 

ist j denn unter dieser Form stehen die Gleichungen (5) und (6). Verall* 
gemeinert wird noch die Aufgabe, wenn man statt x V — i eine zweithei- 
lige Gröfse 1/ -}- -'^ ^ — 4 setzt, von welcher ein Theil möglich, der an* 
dere unmöglich ist. 

Anfserdem liegt uns noeh eine zweite Untersuehung ob. Wvt wissen 

nSnuHch , dafs verschiedenen Fpnktionen charakteristische Eigenschaften 
zukommen, z. B. der Potenz x^ die, dafs x^ ,y^z=i{xy)^ ist, der Ex- 
poneozialgröise di^ Eigenschaft . a*^ n. s. f. , für welehe wir • 
den Beweis nur unter der Voraussetzung mSgficher Zahlwerthe der Ver-. 
änderlichen geführt haben. Ob nun diese Eigcnschalten ungestört bleiben, 
wenn wir für das x oder y unmögliche Zahleu setzen , das ist die Frage, 
von deren Lösung unsere weiteren Fortschritte in der Analysis ganzHeh 
abhingen und die sieh beantworten lasseil wird, wenn wir die neaen Funk- 
tionen kennen gelernt haben, in welehe sich eine Funktion bei unmögli- 
chen Werthen der Veränderlichen zerlegt. Es ist diefs eine ganz ähnliche 
Frage , wie die bei der Lehre von den unendlichen Reihen discutirte, und 
auch liier ist der Grand derselben ein gana^ ähnlieher. Wollte man näm- 
Uefa die Eigenschaften der Funktionen ohn« Weltares «neh für wunHigUehe 
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Zähiwerthe derVe ifa J<r ! ie> e B ftenotzeB^), so wäre diefs eine höchst will- 
kührliche Ausdehnung der Rechnungsoperationen üher die Gränzen hin- 
AUft, innerhalb deren wir die Beweise für die fiiehtigkeit j«Mr (^ratio- 
neu in de» iUndto haben, eine Aafdelinug, -die vieUekshtdne ?6llig wi- 
denrimiige sehi und de&halli «nf ganz fiilsche Renritate Mren kSnale. Wir 
müssen daher erst die Rechtstitel aufweisen , durch welche wir eine der- 
artige Ausdehnung der Rechnungsoperationen rechtfertigen kö&atm. Wir 
haben mithin für unsere zu begründende Rechnung mit den miiiögüehai 
ZaUcB drei Attlgaben sa tösent 1) ZerfiUlniig der Fonktioaeii m andere 
nadi dem Sekena (7) , 2) Ableitang ven Anadnieken, in wdehen daa Un- 
mögliche nur scheinbar ist und 3) Untersuchung über die weitere Gültig- 
keit der Eigenschaften der Funktionen £är den Fall, da£i die Veränderiidie 
immiKgliebe ZaUwerthe anaiauBt 



Capitel IX. 

Potenzen mit unmöglichen Grundzahlen. 

§. 39. 

AflgeBuoM Foim imiiK^glialMr KnooMii 

Da wir es in den folgenden Untersuchungen immer mit der unmögü- 

elMi oder, wie man auch aagt, imaginären Zahl V^^^ zn tbnn ha- 
ben werden, ao wetten wir der Kurse wegen ein einfiMsberes Zeiehen umä 
zwar den Buchstaben t dallir branchen, so daCi also 

i« = — 1, i*=+l, t'«=—l, = .... 

iai. Eine sweiiheiüge Gröfse o-^-^, Ton der ein Glied den Faktor.t 
bat^ heifte ein imaginäres Binom, a dessen reeUer, fii sein imn* 

ginärcr Theii. Es gelten von diesen Gröfsen einige wiefatige Sätze, 
welche wir der Lehre von den imaginären Gröfseu überhaupt vorausschi- 
eben müssen. 

I. Wenn a+ bi = u-^fii, so sind die reellen und imiginären 
Tbmle sieb gegenseitig gleich, d.b.a=ii,6s/l. 

*) IHsb irt b dar Thtit fttt hm» aw e h ehw and bemiit weda 6m ^mdidtn 
HMftl w Xiitik in dv MittbmitiL 
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Aus a bi z=: a ßi folgt nämlich 
mA tadi WdMeil%e BiMmiig anfii Qpadnft 

oder 

^a — «)» + (j3 — *)« = 0. 
Qudrato sind von ianwr potitm GrtffiMoi die Sunne swder poitüvea 
GrSfien kann aber nidit NnU sein, wenn nieht jeia eiaiehe fir aicb NnU 

ist; es nrnCi also sein 

woraus a = b — ß folgt. 

Ii. ManlunniBa|;in&reBlDOMlnttBera«fdieFonBr(cof«^|ji»$) 
briDgeQ, wer eine gewisse reelle Gfö(ke und • eSnan besümmten reellea 
Winkel bezeichnet. 

Soli nämlich 

a 4- /3i === r (CO« 0 4- 1 «M 9) SS r «of • er «ta • 
sem, so folgl durch Vei]gleiehnng der reelle nnd imagraSren IMIe bei- 
derseits 

r cos 9 == a , r si/i Q = ß. 

Aus diesen beiden Gleichungen erhält man zuerst r, wenn man jede qua- 
drirt und sie darauf addirt; man findet 

r« = «« + i5» oder r ss V«« + j3». (a) 
Um 0 zu bekommen, braucht man nur mit der ersten der vorigen Gleichun- 
gen in die zweite zu dividireui wodurch sich 

to» ö = ^, folglich ö = Arctan j (5) 

ergiebt. Da der namliehen Tangente uneadliGh viele Bogen entsprechen, 
so giebt es also eine unendliche Menge von Auflösungen der Gleichuog 

« -J- /3i = r {cos 6 -\- i sin 0). (4) 
Man nennt hier r den Modnins des imaginären Binoms, und das ÜbagOi 
idhmUdh cosO sätO, den |eduzirten Ausdruck. 

Der in den Gleichungei^(2) , (3) und (4) ausgesprochene Satz, dafs 
jedes imaginäre Binom auf die Form r {cos O -f- i sin ö) gebracht werden 
könne, ist für das Folgende defswegen von Bedeutung, weil er uns der 
Mähe überbebt, mit Ausdrücken wie u + ßi selbst zu rechnen und uns 
berechtigt, Alles, was meh von imaginlien GrKfsen sagen läirt, nur iir 
ChrUfiKU voll der viel geschmeidigeren Form cos 6 1 stu 0 auszuspreeben. 

12* 
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Wir wollen uns nun gleich mit den einfachsten Rechnungsoperationen 
in ihrer Anwendung «nf reduzirte Ausdrücke beschäftigen. 

III. Bian könnte zoent das Phiblem itdien, das Rradikt sweier. re- 
diuBirten Ansdrneke 

cos 0^ -\- t sm , cos $3 -|- i sin 0^ 
wieder in die Form qp(Oj, Oj) -f~ ^W'C^i» ^a) zu. bringen, 
r Dliers ^schiebt kiobt dnreb wirkliebe Aosfiöbrung der MidtiplikatioD, 
bei weleher nun eriüät 

(e&s isin 0^) [cos 0.^ -f- isin Oj) 
= CO* cos — sin sin -|- i{sin 0^ cos $^ -j- cos 9^ sin 0^) 
d. i. 

(00c 0| -f « «m 0 J (eot $s -f a^j 

= + 02) + i-4fiö»(e, +ö^) 

ein ebenso einfaches , als wichtiges Theorem , welches daa Fandamental- ^ 
iheorem von den imaginären GrÖfsen bildet. 

Setzt man — nnd schreibt v dann .überhaupt. 0 iur 0| , so 
•wurd sock . 

(eoi9-\-i3m^ — == 1 (6) ./ 

was man auch aus dem Satze 

(a -|- ^) (fl = — . 

finden würde. 

Mnltiplizirt man die Gleichung (5) noch mit cos 9, tf- 1 <l» 9,^ so wird 

(cm Ö, -\- isin ö,) {C9s4^ tf- inh Ö^) (co5 O3 -|- isin Og) 

= (öl + Ö2) + i (Ö4 4- ©2)] (^^* ^3 + ' Ö3) 
d. i. wenn man rechts den Sulz (5) selbst wieder in Anwendung bringt, 
indem man sich 9^ 4~ ^1 '^s ^ ^e gesetzt denkt, 

(cot 9^ 4./^«,) («ir9, + »#Ä9,) (i»»9j +.f«Äi9,)l 

==«w(0j + G^ + O3) + i*i>i(9i +6^+03) \ ^ ' 
Man übersieht auf der Stelle, wie man hier weitergehen könnte, wenn 
man beiderseits noch mit cos -\- i sin 6^ multipliziren wollte. Man er- 
hält Dämlich überbaopt iiir eine beliebige Anzahl von Winkeln 9^, .9^, 9g, 
9 

... (cos^^ + isinOJ i(ß) 

= cos i\ + -f ö, + ... + ej -f I «/I (ö^ + + 63 + ... + oj) 
Ans diesem Satze lieben aieh goniometriache Sätze dadorah ableiten, dad 
man linki die MoHiplikalianen.Ansfiihrte und dann beiderteits /die reek 
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len und imaginären Theile veigieieht. So findet man z. B. Ittr drei 
Winkel 

cos (0^ $^ -|- O3) = cos O'j cof 0^ CM 6, — eof 0| jm 0^ «w $3 

— i£i 9^ «Off 0^ jii $3'^ #Ai'e^ tii 9^ eoi 
(^i -f~ ^2 ~l~ ^s) ^ «Ai 0 j eof 9^ MW O3 «ot 0 ^ «Ai •^'^m'^, 

-|- cos 0j eo5 Ö2 A/« ö., — Oj 0^ sin 
Nimmt man in der Gleichung (8) einen oder mehrere Winkel negativ 
nid beaobtet , dafs cos ( — 100s 0 , nii( — d) = — stn 6 ist , ao löst 
■an «Be Aa%ab« der MnltiplüuilioB bMh» redoziiteii Ansdrficke,"* deren 
Imaginäre Theile theOs positir, tbelk negathr sind. So hat man z« B. 

• (eos + tstn (cos 6^ — isin $^)) ' 
== co^Cöi — 0a) + i««(ei — e,) ) 
me Gleichung, die für O^sO^ssO in die sechste ühergebt. 

IV. Das Plroblem der Division rednzirfer Ausdrücke kann man leidit 
auf die eben ausgeführte Multiplikation zurückfuhren. Um den Quotienten 

cos Öj -|- / sin 0, 
. CO* ©3 -|- I sm $2 

m bestimmen , mnUijplizire man Zähler und Nenner mit C09 0^ s «tf| Ig,' 
benutze im Zähler die Gleichung (9) und im Nenner die Gleicfaung (6) für. 
• s 0^ ; man eMll so 

^2ilL±Jj\'ili = _ , j + V _ .,) (10) 

COS ©2 + ' ^ 2 «/ V / 

wodurch das Problem der Division gelöst ist. 

Nimmt man i^eziell 0^ =0 und schreib! dann • für A^, so ai^iebl 
sich noch 

a= co<e — fMdO (II) 

was mit den übrigeu Resultaten übereinsümmt. 

Es ist nun ebenso leicht, auch Ausdrücke von der Form r (cos 0 -|- 
t smO) mit einander zu mnltipliziren und in einandel zn dividiren.- Man 
hat z. B. 

(cos -|- isin Oj) . (cos 6^ -|- isin ö^) ... (cos 0^ -|- / 

rrzrjr^ ...r^[c(w(ei + 03+...+ ej + i««(ej +$3 + „.-fej] 
mid ähnlich 

7' , f ro? 0 , -I- / sin 0 , ^ /• . 

womit das Problem von der Multiplikation und Üivi&ion beliebiger imagi- 
närer Binome seine Lösung gefunden hat. 
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S- 40. 

- Dw MbifMPicliQ Tlieolen. 

So wie wir in der Arithmetik durch a"* ein Produkt aus m gleichen 
Faktoren as a Weiehoea, so vertteben wir uter 

dasjenige, was ans der lieken Seite der Gleiehang entspringt, wenn wv 
die GrÖfsen O^, O^, ... 6^, deren m sind, einander gleich und =$ 
neküien. Wir erhalten nach dieser Definition für jedes ganze positive m 

(eOi^ + itüt^f zs eef stO + tJui»! (i) 
da sehr wiehliges TheenWy welches «os die PotenBiraig ewes reduirten 
Aosdraekes lehrt. 

Wenn wir ferner die Wurzelgrölse^ 

• 

(cos ^ 1 sin 

in welcher p und g ganze positive Zahlen bedeuten, mit 

p 

(cos 0 -|- t sin 6)9 • 

hexeichnen , so gilt der obige 8aiz auch (ur gebrochene w. IKelk l&Hst 
sieh so seigea« Bs isl offenhar 

\ 9 9 J 9 ^ 9 

= cos /?9 -j- i sin 

= (cot 9 4- t #i» 0)^ 
2iehen wir min beiderseits die qte Wurzel» so ist 

d. i. vermdge der gegebenen Definition von 

p 

^ (cosd -f- 1 «in 0)f, 
(ewd -1- injiO)f =: c<w^d + t iM^e. (2) 

Da man sieh iiralieiialen Zahlen durch rationale Bruche ^ obiie .Ernte 

nähern kann, und der vorstehende Satz ^ nie zn gelten aufhört, wie grofs 
auch p und q sein m^en, so isl nun fSir jedes.ganze oder gdwoebene, 
ralioDale oder irrationale, aber nothwendig positive fi 

(cos d isüi 0)>^ = cos^ -{-isin fift« (5) 
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Wmd wir anter dem Ausdrucke 

(cos 9 i sm • ' • 

nidiU Anderes al» 



(cos 0 -{- / sin ö)**" 

▼ersteben wolleu , so iäfst sich zeigen, dafs die vorige Gleichung auch £iir 

negative gilt. Es ist namlicb , Iremi wir in^ der Gleichmig (Ii) des to- 

jrigea Paragraphen fi9 an die Stele reu -t seMMi, 

i 

. , . ■ . — - =s CO» fil «-^ isät fi$ 

cos ii9 -f- 1 sm iiM ^ • 

oder 

* . » «et (-rt fr + r «Vi (-<») • 

(eoff « 4- i'm er 

4. b« nach der vorhin gegebenen Definition 

nd diese Gleichung entspricht gans der tien, wenn nao — |i für fi seist* 

Halten wir also fest an den Definitionen, welche wir für 

gegeben haben, so ist jetzt für jedes reelle ft 

(eoi^ + isinVf' SS im^ + is6$ft$ (4) 
eine Gleichung, welche den Namen des Moivre'selien Tbfefe- 

mes führt. ^ 

^Man kann aus ihr leicht Ausdrücke ableiten, welche nur scheinbar 
UBmöfliches enthalten. Schreibt man nämlich — 9 iur 1, so ist anch 

(cos 6 — tff/t 0)^ = CO* jiAÖ — I «Vi fiO. (5) 
Addirt man diese Gleichung zu der in (4) und dividirt die Summe durch 2, 
so wird 

+ (6) 

Snbtrahirt man die Gleichung (6) von (4) und dividirt die Differenz durch 
%i, so eigiebt sich ähnlich: 

: " 2? = (^) 

Man kann auch leicht zeigen» da£s die für die Potenz charakteristische 
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auch dann noch gilt, wenn man fiir x imd y imaginäre GröCsen setzt. Es 
ist nämlich 

[r, (0M $^ -f- isin ö,) . {co9 0, -f- 
= [rt r. {cas(fi^+ d J + tsin (d. + e.)|f 

= . r/ <€0f «Ii, + ism (<Mtf + 1 j» 

md wenn man hier das jenseits des Identitätszeichens Stehende mit dem 
letzten Ausdmeke yeigleicbt, so erbellt anf der Stelle, dals diefs nielils 
Anderes Ist, als die AnsdelmiiDg des «ben genannten Satzes auf imagi- 
näre X und y. 

§• 41. 

.• w Aiifloiwpg der GleichuBfen 

_n » 

«* «S3 1 aad «"* s=s 1. 

filne der cinfachaten AnwendmigeB, welche Bich von den Sätzen der 

vorigen Paragraphen machen lassen , ist die Auflösung der Gleichungen 

4f* =s 1 nnd c= I , 

d. h. die Aufsuchung ihrer reellen und imaginären Wurzele. 

I. Da die Wurzein der Gleichung x** = i im Allgemeinen auch inuH 
ginär sein ktfnnen, So wollen wir 

xs=r(eior«-f (1) 

setzen, wo noch r und 0 zn bestimmen sind. . 
Da nun x*=^ i sein soll , so folgt hieraus 

i = r" (cos 4- / sin n^) (2) 

IKese Gkicbnng lälst sich leicht dadnrch befriedigen, dals man nimmt 

rssl nnd Ji0==+2l» 

wo k jede ganze positive Zahl bedeuten kann. Denn man hat dauu 
r* = 1 , cos 210 = cos 2Än; = -|- 1 , 5Wt »6 = «wt 2Aä = 0 , wodurch 
aich die Gleichnng auf die Identität 1 = r redozirt. Ans »6 s + %kx 

folgt aber $ = + -^^^ folglich nach (1) 

X = cos — n-T t sm — « (3) • 
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wo nun k jede beliebige positive Zahl bedeuten kann. Hieraus scheint zu 
folgen, dafs es uneodlich viel verschiedene Werthe für x und mithin un- 
endlieh viel Auflösangen der Gieichung (1) giebt; in der Thal aber ist 
dieDi gar nicht der Fall, sondern die Anzahl der von einander wirklich 
rerschiedenen Werihe von x ist nur eine begrinzte und zvrar ss«. 
Man überzeugt sieb lüervou leicht durch folgende Betrachtungen. 

Ist n dne gerade Zahl, so kann man die anf einander, folgenden 
Wenh^^von k anf Mgende Welse grnppirent 

.0, 1, 2, 3, 4, ... 5 — 2, i""*' 2' 

I w ^ S« 5« Sn 
«-f-i, n-f-^f ... -j 2y ^ "~ * "2^'. 

• • • 

^ Y +?»••• 2<lr-l, 2«, 

n. 8. f. 

die sich auch so darstellen lassen: 

« 

0, 1, 2, 3, 4, 6,... 5—2, . i"^^' i' 
2ä~Q— i), 2» — 2^, ... 2» — 2, /2i — I, 2« 

n. s.'f; 

Die erste üorizontahreibe giebt nun fiir x folgende Werthe: 

2 2 4 4 * 

1, cot-ar + i^-ff. CM-Ä + i«»-», .. 

« II I» n 

» — 4 , . , n — 4 ' n — 2 , . . n — 2 I (*) 

...eoff x + itm — : — cof ^js + im «, — 1 

Nimmt man jetzt fnr Ar in (3) die Werthe der Zeiten Ilorizontalreihe und 
bemerkt, dafs für jedes h cos (2 tt 4^ Im) = cos kn und sin {27t ^ hx) = 
fi» ist, .00 eriiiiit man der Aeih» aadi 
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\ n \ n ) m n 

0. 8. f.- 

d. h. man bekommt die schon gefundenen Werthe von x in (4) noch ein- 
mal in umgekehrter Ordnung. Nimmt man für k die Zahlen der dritten 
Horizontalreibe, so erfaMll man wieder die Werthe im (4), abec in der 
nämlichen Ordnung; sohstitnirt man die Zahlen der vierten Rdhe für k, 
so bekommt man wieder die Werthe (4), aber in umgekehrter Ordnung 
u. s. f. — Da wir also durch weitere Fortsetzung nichts Neues erhalten, 
so haben wir fiir o:^ blos die in (4) aufgezählten, wirklioh von einander 
▼eraehiedenen Werthe, deren Anzahl « hetriigL Bemeihl man noeh, dafo 



n 



aus o;*^ s i folgt x = V^l , so können wir jetzt sagen: 



Für ein gerades n hat V^'\-l folgende n Werthe: 
+ 1, —1 



eof -1- i$m 
n • 


8 


cos 


2 

-« — 
JI - 




2 

-« 
II 


4 ... 
eo$ -n + i gm 


4 


eas 


» 

4 

-» — 
n 

• 


isin 


4 

- « 

J2 


cos —n-f-tsi/i 
n * 


6 


* 

cot 


6 

-7t 

n 


i sin 


1 

6 

- 3S 
Jt 


— — » + t nn 


» — 2 

«, 

jt 


JI — 
eoff — 
n 


S 

— Ä — • 


i sin 


JI — 2 

n - 



Für ein nngendes n lassen sich die Werthe des k folgendennalsen gmp* 
puren: 



0, 1, 2, 3, 4, 



»~* 2 



n — \ n — 5 _ 

II — -z. — > Ä f Ä — 2f Ä^^l 

2 /1 

I . I » I 1 JI — i 

Ä, Ä + // + 2, /i-i 5—, «4 5— 

• 2 » 

n* s. f. . . 

Mittelst der Formel (5) hekommt man hier aus der ersten Uorizontalreihe 
für die Werthe: 
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•US der zweiten Horizontalrahe: 



V » J ~i \ « 

n u. s. f. ' * 

d. h. die nämlicheu Werihe wie in (6) , nur in umgekehrter Ordnung. 
Ebenso würde man ans der dritten Uorizontalreihe wieder die Werthe (6) 
in dersdben Ordnung erhalten n. a. f. Als wirklich verschiedene Werthe 
bleiben vna abo blpa die in (6) stehenden, deren Anzahl n betriigl. Wir 
können also folgendes Theorem aussprechen: 

Für ein ungerades n hat folgende n Werthe: 

2,2 2 2 

CM-n-f-isin-n, cos - n i süi - n 

4 4 4 4 

€0» -n + i idt ^n, eos "it'^ inn -n 

n * n m n 

6 I . . 6 • • . 6 

«w-n; + iiui-«. ea$ ^n — %$in -n 

H ^ n : n u 



» — 1 , . . «—1 » — i . . » — 1 

cos ' • n -{- i im ' n, coi % i sin — - % 

In allen Fällen , wo sich die Theilung des Kreises in 2 Theile geome" 
triscb ausführen läfst, kann man die in (5) undj(7) vorkommenden Cosinus 
«vdSupsalgehndsch ansdrü^en. SoeduUtMB 2.B. ans (4) fiir ms=6|, 



als die Werthe von ^-{-if 

+ i. — f 

1 ... 1 1 .1 

9 9 9 O 

» 

2.2 2 2 

e^s Ar i sin -vty eo§ •z^'^it^ -n 
S ' S S 9 

d. i. 
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nun lo Formel (7) n = 5^ und beacbtet, da£» au^ der Coutnik- 
tion des regulären Fünfecks . 



9 



cefbndea wird, worans saa leicht cos - cos - tAoA jäi ^ Jt» ~ « 

§ 

«bleileti so finden rieh folgende Werthe ßr V^-f-l: 



4— + 4 4 4 

n. Es hat nun auch keine Schwierigkeit^ die Wurzeln der allge- 
Gleichinig 



d. h. die verschiedenen Werthe der Wurzel ^(-f-^)* zu finden. Da 

ist , so braucht man nur die für (-|- 1)** gefundenen Ausdrücke auf die 
mte Potenz zu erheben, oder, wasTennöge des Moivre^schen Theoremes 
auf das Nimüche hinanslfinft» - statt n in den Fonndn (S), (6) nnd (f) 
SsjK zu snhstitniren. 

Da nach unserer DeGniLiou 



(+*) " = 



(+1)" 

ist, so kann man jetzt auch die Gleichung x "* = 1 auflösen. £s ist 
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_ i 1 

d. i. 

m 

woraus man sieht, daCs die Gröfse (-{- i) " die nämlichen n Werthe hat 

m 

wie (-|- !)"• 

Lassen wir m und » so ins Unendliche wachsen, dafs sich der Bruch 

m 

— einer irralionalea Gränze u nähert, so wird die Anzahl der Werthe 

von (-{- ly- unendlich und wir bekommen 

(_|_ 1)1^ = cos 2^iX-7r + i sin ^iikn 
WO man nun für k alle möglichen positiven ganzen Zahlen setzen kann, 
ohne jemals einem schon gefundenen Werthe zum zweiten l|fa]e zu be- 
gegnen. 

Hat man allgemein für ein beliebiges rationales oder irrationales ft die 
Werthe von (« -f- ßi)^ zn bestunmen, ao bringe man « -f - /3t auf die Form 
(+ ^) t{co$ 0 -f- s iIr #);. dann ist . 

(« -f- j3/)»* = (+ 1)»^ {cos 0 -|- i si/i 

= (+ 1)»* rV- (eoffiO + i mfi9) 
wo man nun fSr den einen absoluten Werth dieser Gröfse und fSr 

(-f- i)^. das zn setzen hat, was wir für die verschiedenen Fälle gefunden 
haben. 

S* 

Aofl&iiiig der dekfamgen 
n 

^ wm — 1 and ^ sBs — 1. 

I. Da die Gleichung = — 1 , worin n eine ganze positive Zahl 
bedeutet, auch imaginäre Wurzeki haben kann, so wollen wir 

X ^ r(eat9 + isüt^ (1) 
ielzeii und r und • zu bestimmen snohen. Da nun a^ss-^^i werden 

soll, so mufs auch , 

r* (cof sO I «u» »6) = — i 
smn. Dieser Gleichung kann man Genüge kisten, wenn man r ss i und 
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Ml a (2A 4" 1^ ^ nimmt, worin für k jede {^anze positive Zahl gesetzt 

2 k -4- 1 

werden darf. Et folgt hiertot 0 c=: + — miüim ans (i) 

2 4- 1 2 A* + 1 

s s cfM — — n-j^ism — j*— (2) 

1)* hier A' jede bclicbi^^c positive ganze Zahl sein kann, so seheint zu fol« 
geui dafii ei eine unbegrinzte Menge von Auflösungen geben müsse. ^In- 
dessen reduziii sieh ihre Zahl von selbst auf eine endliefae GrSfse, wie 

oitin aus foI^Miden Betrachtungen siebt, die den im vorigen Paragraphen 
durchgeführten ganz äbnüch sind. ^ 

I) Fülr ein gerades « kann nan die Werlbe von k fo^endermafiMi 

gruppirent 

0» I» •» S. 4 j— 1, 

« — j» «— ^j— 1^, ... » — 2, »— 

• + »+(i-*)'*+(|-0' 

tn— ^ — \y ... Sn— t, 9» — f, 

s. f. 

Sictit man fOr 1^ ia Formel (:3> die Wcrtbe der crstea HorizoBUlmhe, so 
«riiili aian Üir x der Acihe oacii: 

• • • - » { 

S . . , • — S »—I , . . »—II ' 



* * % 



iUn 4er »nci l m PniaianU h M fc t «rittH warn fir jr dk WcrtI» 
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CM ^^'i'^^ i ' '^"f ^) c«t 5« i I 

U. 8* f. 

d. h. die Werthe ans (3) in derselben Ordnung. Auf diese Weise fort- 
gehend, findet man immer die nämlichen Werthe für .r^ die wir in (3) 
kennen gelernt haben, bald in umgekehrter, bald in derselben Ordnung. 
Wirklich verschiedene Werthe sind also hlos die in (5), deren Anzahl « 

n 

ist* Bemerkt man noch, dais aus x*s=. — i folgt x = — i , so kann 
man sagen: 

Ffir ein gerades n hat V^— l folgende » Werthe: 



1 

eoi " n 
n 


" Jl 


1 

Jl 


• 


1 

-« 
Jl 


3 

n 


. .. 3 
■ n 


CO« - ;j 

Jl 


— 1^ 


3 

- n 
Jl 


6 

eof 

n 


. . . s 

+ i^-^f 


6 

eos 

n 


— /«dl 


6 

- % 
n 


II — 1 

« 

n 


■ m 


a — 1 

cot n 

u 




Jl — 
Jl 



^4) 



welche sämmtüch imaginär sind , wie man ohnehin daraus sieht , dafs jede 
mögliche Zahl, auf eine gerade Potenz erhoben, eine positive Gröfse liefert. 
3) Für ein ungerades » lassen aiijt die Werthe von k so schreihen: 
. n — 5 n — 5 n — 1 

*' "IT' ""sT"' "IT* 

Jl — 1 n — 8 
• — » * — 2 — * •••••••••*"■"» n — Ij» 

«H — 

I u. s. f. 

Nimml man fSk k die Werthe der ersten HorisottUJreihei so eigeben sieh 

nadi (S) folgende Werthe von xi 

1 1 " 3 S 

eof-jr + iÄW-», c<w-;r + t*wi-jr, ... 

Jl Jl II ji ■ . 

n — 4 , . . » — 4 n — 2 , . . » — 2 

m ^ n Jl n 



Digitized by Google 
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Ans der zweiten Horizontalreihe findet man: 

eati 2» jf l-t-istni 2»— n \ = cos a-risM « 

4 _^^ . . r «—4 \ «—4 , . . M 4 

n J— \ n ) Ii 

u. s. f. 

d. h. die Ausdrücke in (5), mit Ausnahme des letzten, nur in mngekehrler 
Ordnung. Die dritte Horizontalreihe fSr k würde für x genau dieselben 
Werthe liefern , wie die in (5) schon gefundenen n. 8. f. Als wirklicli 

verschiedene Werthe bleiben aUo bios die in (5) stehen und folglich kann 
man sagen: 

Für eiu ungerades n hat — 1 folgende w Werthe: 

11 1 1 

<w - » + i «Ä - », cos - n — i sin -n 



3 , . . S 5 . . S 

^ ' ;t Ji n 

• 6, .5 6 . .6 

eos - 7t -\~ i sin ~ n, m - — t ^ - ff 



(«) 



n — 2 , . . ft — 2 « — 9 . . n — 2 

cos n i sin «, cos — — v t ^ — — n 

ff ' ff ff ff 

von denen mur inner, nSnlich — I, fiell ist. 

Auch hier ist es ieiebt, in solchen Fällen, wo sich die Theilung des 
Kreises in^2n Theile geometriseh eonstniiren läfst, die Werthe der ein- 
zelnen Cosinus und Sinns algdimiseh darznstellei^ So erfaSlI man z« B, 

4 

für » = 4 aus (4) folgende Werthe von — i : 

V2 K2 ^2 K2 

8 

und aas (6> fSlr n = S folgende Ausdrücke iiir V — 1 : 

1 . r 1 _ 
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« 

H. . Hai man die Gieichnng 2" ss — i auüniUteeD, d. h. die Wer- 
tbe von ( — i)* «nfinmielieDy so Imiiehl apan vermdge der Gleichiing 

(-1)^ =B l(- i]rj 

nur die lur ( — i)" gefandeaen Werthe auf die mte Poteus zn erbeben, 
oder^ was das randiobe Ist, in derselbeD M9f für » sn setzen. 

Ebenso findet man 

^ II — ' n 

Läfst m«in m und n gleichzeitig so wachsen, dafs ^ sich einer Irrational- 

zabl fi als GrXnze näbert, so wird 

(— == cos ft(2k+i)it±i sin (i(2k+i)n 
WO nun iiir il jede ganze positive Zahl gesetzt wird. 

Um die Werthe von ( — tt — ßi)^ zn beslnnmen , wo f» eine ganz 
beliebige Gröfse bezeichnet, bringe man — a — auf die Form 
( — i) r (co9 $ -f- ^ ^ 

= (— |fH*(<»»^0 + t*Ä#i«) 

wo nun für der eine absolute Werth dieser Gröfse und fiir ( — J)^ das 
2n «elzen ist, was die Formebi dieses Paragrapben im spezieUen Falle 
verlangen. 

§. 43. 
Dm TfaMian von Cotes. 

Doreh die in den beiden vorigen Paragraphen gefundenen Resoltate 
ist es auch möglich, die Funktionen — 1 und in Faktoren zu 

zerfallen. 

Da Aufsnebnog der Wurzeln von a^^issO oder x* + i=ssO 
nichts Anderes als Beslimmnng deijentgen Wertbe von x ist, für welebe 
die Funktionen ar* — 1 und :r**-|-^ amraOiren, so kennen wir hier 
die Lehren des §. 15 in Anwendung bringen, indem wir für f{x) einmal 

ScUSnneb Aaälgah L |3 
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194 Gap. IX, PotenzMi uurilgHdMB GrondbaUBB. 

a:* — 1, dann und für x^, x^, x^, • • . ^« die Wurzein der 

Gleicbungeo a;" = 1 imd = — 1 setzen. 

I. BemebDea vir mm mit x^, ir^, ... x«^ die Waneln der Glci- 
ehmig- d?* — - i s 0, 80 ist micb Formel (8) §. 15t 

Die Gröfse k mufs hier = 1 sein, weil x* den Coeffizienten 1 besitzt und 
bei wirklicher Ausfühnmg der Multiplikation k der Coeltizieiit von wer- 
d^ wopde. 

Setzen wir nmi fmXi, x^^ • • • ibre Wdribe ans (5) nid (7) in 

§. 4i und fuhren die angedeuteten Multiplikationen blos für zwei neben 
einander stehende Wurzeln aus, so erhalten wir, unter der Bemerkung, dals 
V 2k . . \ ( 2A . . . 2it \ 

\ n n J \ n ^ n J 

f 2k V /. , 2k y 

« *• — 8jr «w + 1 

ist, Folgendes: 

Für ein gerades » 



(jf« — 1) ^x* — 2x cos^n 1^ ^x* — 2ar cos ^ » -|" • • •( 
. . . ^jr* — 2« cof ^-^^^ « -|- 1^ 



) 



und für ein ungerades n 



X" — 1 * \ 

= (X 1) ^X» 2X CO« ? » + 1^ ^X* 2X C05 ^ » -|- 1^ . . .f 

Setzt man bier für x und mnltiplizirt beiderseits mit a*^ so eigiebt 

sich noch: 

Für ein gerades n 



— (jf« — a*) ^.T* — 2flx CO« ^ 3j -f- fl^^ ^x" — 2flx co* ^ w a*^ . . .L^^ 
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und für eia ungerades » 



• • • ys^ — 2ax cos —-jj-- « + 



(4) 



n. Etwas ganz ÄhnHehes UÜal Ali für die Fuiktton or* -|- ^ leisloi. 
Bezeichnet n^n nut ^r,^, x^, • • . ir« di* WiuMln 4» CMchiiBg 1 

ss= 0, so ist 

Multiplizirl ma<i in unserem Falle je zwei neben einander stehende Werthe 
von X in den Fonnehi (4) und (6) des von|^n P^ragrajilien mipd;j^jfperkt| 
dab 

— — 2x cos r- * — » -J- 1 ... I . 

ist, ie «iMIt BMOi« 

Für ein gerades n 

= 2* CM ^ « -f- 1^ 2jf CO* ^ JT -f* •[ 

. . . ^jf« — S^r CM * + *^ 

nad lär ein ungerades « 

' ) 



(•) 



Sit * * 

Seist man noch - an die Stelle von x und multi|dizirt beiderseils mit a*» 

a 

so ergieht sich: 

F6r eni getades % 

IS* 
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196 C•^ IX. PoiMm MÜ nuMflkiMB Grnnduhlmu 

+ 

und für ein ungendos n 

* ■ 

Die Sätze (3), (4), (7), (8) lassen sich auch geometrisch interpre- 
ütea und in dieser Gestalt wurdeii sie snent yen Cotes (f 1716) aitf- 
gesteDt 

' ' l*hMt iiian n'ämlidi die Perqiherie eines Kreises, von einem Pankte 
M derselben ausgehend , in 2 §;leiche Theile und zieht von einem belie- 
big auf dem Durchmesser MC genommenen Punkte O Gerade nach allen 
Tiieilpankteii, so ist das Produkt aller Strahlen gerader Nununers i)M . 

OM^ . OM4 ...==: CM — CO , wenn der Punkt O innerhalb des 

Kreises «nd s CO* — CSU*, wenn er anlserli^ dessdben liegt* and 
das Produkt aller Strahlen ungerader NuBmenis OM^ , OM,, Oü/^ . . . 

in jedem Falle = CO* +CM\ 

Wir wollen den Fall, wo der Punkt O aufserhalh des Kreises liegt, 
zuerst betrachten , weil er sich unmittelbar an die Form der Gleichungen 
(ß)9 (^>9 (7)9 (fl) «oscblielsL 

Für CO = jr^ CM=ia ist in Fig. 34? 



Da aber der Kreis in 2» Theile getheilt ist, so haben wir PCM^ = 



Hieraus findet man auch die Werlhe von OM^ 9 OM^ u. s. f. , wenn 
man stau des Winkels PCM^ der Reihe nach PCM^, ,PCM^ u. s. f.. 



Digitized by Google 



d. L - ^9 -n ete. an die Stelle von - setit« Es iit fiberiitupt, wenn 

n n n • 

OMk .irgend einen dw SinUen bczeicbnci« 



Oifjk SS co^ -jf + 

Da aber der Kreis in eine gerade Anzahl von Tbeilen zerlegt ist, so ent- 
sprieht jedem nach einem Pttnkte in der oberen Hälfte gehenden Strahle 
ein anderer ihm Reicher in dec unteren HlQfter. so ist s. B. in miserer 
Figur, wo 2» = 10, OM^^OMg, OM^=:OM^, OM^=sOMf 



-a 



etc. 9 überfaanpl OMk= 0M<3m-*» Statt OMj^^ , OM^ etc. kann man 
also «ich OM^ . OMg, OM^ . OM^ ete., Sbeilianpt OMu « OJfaii-a 
setxen. Mithin wird ' 

OMit*.OM^^ssjfl — 2Mriwif (1) 

Man erhält hieraus noch unter der Bemerkung, dafs 0M==: OM^x^OM^^ 
ist, furitsO OMqSsx — a; für i^=a hat man auch OM^ssdr-f-a. 

I. Setzen wir k = 0, 2, 4, ... wobei n als gerade angenom- 
men wird, so ergiebt sich durch Multiplikation aller entstehenden Glei- 
cbun^ien 

Ä (« — a> fttfdreot^»-!-«*^ ^a:* — 2Är «ot j « -f- a*^ . . . 

. . . ^Jf* — 9«r cot * + (* + •) 

d. f. weil du erste und letzte Glied — zum PMukf ^en, nach 

Formel (3) * 

Oifo . OM^ . aM^ \ • • OM^ 0M^,=: X- — (2) 

Wire II ungerade, so setze man in (l)i^ssO, 2, 4, ... n — 5, h^Iil 

so wird 

= (jr — ä) ^0?* — 2flx oof j w -f- a*^ cof j^js -|- • • • 

. • . ^x* — 2ax cos r-J^« + 
also nach Formel (4) 
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Es i&i mithin immer das Produkt der Strablea gerader ]>(ummer = 

CO*— cS* 

n. Fnreio gerades » setzen wir in (I) itsl, S, 5, ... 

dann ist durch Multiplü^ation aller eutstebenden Gleichuogeu 

5= ^JT* — 2ax CO« ^ 75 -j- a*^ ^x* — 2ax cos^n-^- a*^ . . . 

= + fl» 

Für ein ungerades n nehme man Ärs 1 , 5, 6, • . • fi, und beachte» dais 
OM^ssx-^-a ist, 80 wird 

OATi . Oif, . OiTs . . . OJr»^ . Oif, 

» — 2«» «w i « -|- ß*^ ^x* — 2«reof • • • 

^ . — 2«reot 5^^^ + (x-f-c) 

= + . 

lin ist immer das Produkt der StraUen angerader Nonimer =s 



CO + CM . 

Li^ der Punkt O im Innen» des Kreises, so Sndert sieh blos die 
Belrsfiblniq; in L Statt dafs nSniieh oben OM sssx — a war, wird es 

Ar 

jetst sa — Xt. Die Grotai afl — %ax eos ändern ihre 

Werthe nicht, und es besteht daher der ganze Unt^chied darin, dafs in 
den, Produkten das erste Ghed a — x und nicht x — a ist. üieis redn- 
nrt nfk aber leicht auf den obi|pen Fsll, wenn man für a — seist 

— (o: — a). Der Werth des Produktes ist dann entsprechend — (x* — a"), 

d« h. a* — X* s CM — CO , wie im Anfang behauptet wurde« 
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Capitel X* * 

Die Exponenzialgrölsen und Logarithmen mit 

imagmären Exponenten. 

§. 44. 

Übergang von den Potenzen zu den ExponenzialgröTsen. 

Nach der Episode über die Aiiflösiiiig der biDomisehen GleicbiiDgeii 
und das Theorem yoo Gotes kebren wir nun wieder zn der Untersnehimg 
über die Fomiveränderangen der Funktionen bei imaginären Veränderli- 
chen zurück. Die Belrachtunj; der Exponenzialgröfsen mit imaginären Ex- 
ponenten ist nach der Potenz das Nächste, was uns obliegt. Wir haben 
einige Relationen dieser Art bereits kennen gelernt, namentlich die wich- 
tige Gleichung 

es lassen sich indessen noch mehrere aufstellen und auch die vorstehende 
Gleichung kann auf eine andere, von der Kenntoifs der Cosinus - und Si- 
nusreihe unabhängige Weise entwickelt werden , nämlich dorcb eine Com- 
bination der Formel 

1 

Um(i-^is^sssze' (1) 
und des Moivre^schen Theoremes. 
Verm^ des leliteren "ist 

cos mO i sin = (cos 0 -J- i sin 0)* 
fr ^ 5= CO*"* e (i -^itan 6)"* 

folglich für niQ woraus m = - folgt,. 

X M 

eosx + ismsss(eosVi^(i (9) 
and diefs gilt für jedes beliebige noch so grofse oder kleine 0. Die Glei- 
chung mufs also auch richtig bleiben, wenn wir 0 bis zur Gränze Null ab- 
nehmen lassen. Um aber die Gränze zu bestimmen, welcher sich in die- 
sem Falle «der Ausdruck rechts nähert, müssen wir die einzelnen Grinz- 

X X 

werthe von (co9 d)Ö und (1 -|- ^ aufsuchen. Hierbei leistet uns 

das Theorem (1) die weeentMchstea Dienst^, indem iiir dp sc — i mid 
« s «f- 1 daraus folgt 
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200 Caj». X. Die Exfmmgk^gMkmk md LogwälMB 

£Äi (i — i)8 ss: i , - (1 + = e. (3) 
Nun ist offenbar 

Jt ' X ■ X 

(cos e/ = [(i — e)*] = (1 — sin* e)^ 

Wenn nun hier • bis zur Grifause Nidl ibmmmt, so nlihert sieh auch stR^i 
der Noll; wir haben also nach (3) 

1 



ferner ist 



folglich 



Lm = 1 , Ltm 0 = 0 



£iiBf (cw 0)^ = f =1. (4) 

Nun haben wir auch 

(1 + I /ö/i ö)^ = [(1 + i to« • 

Wenn hier 0 die Gränze Noll erreicht hat, so ist auch tan • nnd ebenw 
i Um • SS 0 {geworden. Der GiSnzwerlli von 

i 

i 

mufs daher identisch mit Lim (1 -|- für d = 0, also = e sein. Au- 
fierdem ist Lim = • = * > folglieb 

^'m (1 -|- t*teii$)^ (6) 

Gehen wir also in der Gleichnng (2) zur Gränze für abnehmende • über, 
so erhalten wir mit Benutzung der Gleichungen (4) und (5) 

eoi X i tut » SS (d) 

also das nämliche Resultat, wie früher aus der Cosinus- und Sinosreibe. 
Da aber die vorstehende Ableitung desselben Mos die Kennlnifs des Moi- 
vre'schen Theoremes und der Exponenzialreihe voraussetzt, so kann die- 
selbe auch umgekehrt als Entwickeinng der Sinns- und Cosinusreihe geUeSi 
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indem man jetzt ort fiir o: in die £xponenzialreihe setzt und dann die reei- 
^ len und imaginäreE Theile beiderseits vern^eicht. 

Auf i^eicbe Weise kann man aaeh ans der Gleiehiui^ 

eatm^ — i smm^ = {cos d — i sin 6)"* 

die Feimel 

CO» jr <— t* «äijr = «n** (7) 

und dann durch Addition und Subtraktion die Relationen 

eoffjrss— X (8j 



smx = (Ö) 

abieilen. 

Es läfst sich nun leicht zeigen, dafs die Eigenschaften der Exponen- 
zialgroise 

e*. ^se^ imd (e^t^ss^ 

auch dann noch gelten, wenn für x und y imaginäre Gröfsen gesetzt wer- 
den. Es ist nämlich 

• ^ s (eof jr -f- 1 «m ») (eoty -|- 1 «My) 

mitbin 

wie bei reellen Exponenten. 

Femer hat man 

{(t*^ = (eog x-\~i$m jr)l^ s= eof fur i* fix 

ebenfalls ganz enispreehend wie bei reellen Exponenten. 

Doreb die leiste Glddinng wird es jetzt möglich , Ansdrficke von der 
allgemeineren Form o*' umzuwandeln. Es ist nämlich 

oder 

«■^ SS eof (xla) -|* ^ ('^) 

ebenso: 

= CM (xüti) — < sm (xla) , 
Daraus eriOUt man noeh dorob Addition nnd Subtraktion die Ponneb 
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202 Ca^ X. Di« BifWMWffirigrtftin und Loguilliiiien 

eotixi^ss — -L 

sin (xto) SÄ 

welche den in (8) und (9) stehenden entsprechen. Man kann nun Idehl 

zeigen y dafs üherbaupt für jedes a und reelle oder imaginäre x und y 

a' . ay = a'+y und (a*)s = fl^f 
ist) wobei der Beweis dem für den Fall asse gefiihitea ganx ähn- 
lich hidht. 

§. 45. 

Die imaginären Logarithmen. 

Da man sieb I als Faktor jeder positiven , — i als Faktor jeder 
negativen Grofte denken kann nnd überhaupt log (ax) = log a -\- log x 

ist, so entsteht zuerst die Frage nach den Werthen von log {-\- 1) und 
log ( — 1), indem man erst a = -{- \ und dann a = — 1 setzt. Wir 
wollen hierbei aber nur die natürlichen Logarithmen betrachten, weil sich 
die Logarithmen anderer Systeme durch Multiplikation der natürlichen Lo- 
garithmen mit einem eonstanten FULtor (dem Mbdnlns) leicht erzeugen 
lassen. 

I. Da der Werth von ^(-|- i) im Allgemeinen von der Form u-^vi 
sein kann, so wollen wir 

/(+!)=:« + « 

setzen, « und v als Unbekannte ansehen nnd ihre Warthe sn besliaunen 

suchen. 

Nun ist aber e'^+^) = -f- l , folglich mufs auch sein 

d.i. «>*<iMwv-|-i«iiitO = l. 
Diese CHeichnng läfst sich befriedigen, wenn man 

nimmt, worin k jede ganze positive Zahl bedeuten kann. Man hat also 
vermöge dieser Werthe von u und v 

l{'\^i) = ±^hd (1) 
d. h. der Logarithmus der positiven Einheit hat unendlich viele Werthe, 

von denen aber nur ein einziger, nämlich der für A* = 0 entstehende, reell 
und der Null gleich ist. 

IL Um die Werthe von l( — 1) zu finden, setze man 



Digitized by Google 



«it mufjmMtm Kipnuntti 203 

dann ist wegen = — i auch 

= — 1 oder c" (cos u -\- t sin v) = — 1, 
Dieser Gldchoiig leistet mao Cleaiige dnioh die Wertbe 

«ESO, 9ss±(ßi+i)n 
W9 k jede positiTe ganze Zahl bezeichnen kann. Es wird hiernach 

/(— l)=+(2A+l)«t (2) 
d. h. der Logarithmus der negativen Einheit hat unendlich viele Werthey 
fWä deaen aber kein einziger reell ist. 

m. Um die Werthe von l{a-\-ßi) zn ÜndeM, bringe maii zuerst 

« -f- pi auf die Form r {cos 9 -|- i sin 6) , wobei 

ist} dann setze man 

H» + ßi) = i[rieM^ + t'«ui9)] =s tf -^-M 

so folgt 

= « 4-131 
r(co*e -|- t «t»d) = 

' es 6" (cm tf 4- IL #m v) 
Diese Gldeluiiig wird befriedigt, wenn man 

i^sr, folglich uzslt 

und 

»=0 + 2A-;r 

setzt, worin k jede positive ganze Zahl bedeuten kann. Es wird jetzt 
vermSge diese^ Werthe von u und v 

oder 

l(a-\-pi) = i/(a«4-/5«) 4- t^Am ^ + (3) 
wofür man auch 

/(« + PO = ^ ^(«* + ^) + ' -^'^to« J + /(+ 1) (4) 
setzen kann. • 

Handelt es sich Mos um absolute Werthe, so ist l(+ 1) 0 für 
ks=0, also einfacher 

/(« + W = \ /(«^ + i^) + « J W 

Hieraus lassen sieh noch mancherlei Folgerungen ziehen. Für negative ß 
erhält man nSmlich . 
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/(«— W = 5/((^+/j«)-.i^ÄBi?. (e) 

AUilt wum beide Gfaiehage»,. fo eqgiebt «ek 

/(« + ^) + = ff). 

fiGttelst dieser GleicbuDgen kaoo man leicht beweisen» daDs die Eigenschaft 
des Logarithmus 

auch ttoeh für imaginäre anmd y gilt. Setnjimlickii-(~A*^'» ^ 



i=y, so folgt a = ^±2, <^ = ^W^* ^•'8*^^ 

folgUcb ist naeh der Torigen CUdchnng aneh I8r imaginSra x und y 

i^r + /y = /(xi^). (7) 

Selzl man luer xtfssz, ao folgt ^ = midiin 
oder 

iB^lx=:l^ (8) 

ebenfirils wie bei reellen z nnd dr. 

SuLflrahirt man die Gleichung (6) von (5), wendet die eben gefun- 
dene Relation (8) links an und dividirt dann beiderseits mit iij so erjg^eht 
sich die wichtige Formel: 



St V«~"P'y « 



IV. Hätte man für ein logaritbmisches System der Basis b den Aus- 
druck lo^ (0-|-/3t), {basb) zu redoziren, so setze man 

dann ist 

woraus folgt, indem man beiderseits die natürlichen Logarithmen nimmt, 
mithin 

oder 
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also ^rtde wie M reeUen Veränderlichen. 

Hteraiu Übt sich aach leicht die aUgemeine Gleiehmig logX'^lo^y 
s loff (xy) anf Shnliclie Weise wie olwn fSt den oalSriicbeii Lo|;uÜi« 
mos ableiteD. 



Capitel XL 

Die goniometri&chen und cyklometrischen Funk- 
tionen mit imaginären Variabelen, 

§. 46. 

Die goniometiisdieii FunletioneD. 

Wur ktoen aQgeneio fSr jedes x die deichnngeft 

ew* = — :n (4) 

Jfiijrssf^-^ (2) 

als Definitioiieii yob com x oad $kt x aasebeD» weil sie uns sa den nim- 
lidien Reihen «rerhelfen, welche wir ans der goniometriscfaen Bedeutung 
jener Funktionen im Cap. VUI. abgeleilet haben. Demnach ist, wenn 
man xi für x setzt, 

= y — = — ^ — W 

m (XI) = = j 1 (4) 

und diefs bewährt sich auch, wenn man ia den Reihen für den Cosinus 
und Sinus xi an die Stelle von x setzt und sie dann mit den Reilien ver- 
gleicht, die man erhält , wenn man die für eF und e"* in (5) und (4) an- 
gedeuteten Operationen mit den gleicbgeltenden Reihen vominimt. 
Ebenso erhält man allgemeiner aus (1) und (2) 

«w(a-f /SO = ^ = 

«t» + = — -jj = jj 
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Nan ist aber 

2*2 2 • 2|- * 

^ 2 

wovon man sich durch gewöhnliche Multiplikation leicht überzeogen Jumof 
folglieh haben wir aneh 

^ eß -f e-ß i^^e'-^ _ eß — e'ß e'^ — e 
'^2*2 2 • 2i 

i. nach (1) und (2) für xssa 



« — I r «• 

Ähnlich bat man: 



eo# (« -f - i'O = — ä""" « — I 5 Mi «• (6) 

2 2 



_eß + e~ß e«^ — e-^» , cß — g-ß «l+^Ü! • 
— — 2~ 2? + 2 ' 

fo%lieb ist auch 

2 ' 2 • 2 * 2 

oder 



>|1 = a- 



(o -}- PO = — ^ *ia « -f- 1 ^ eoff «. (6) 

Benutzt man die Gleichungen (3) und (4) für iv = ß, so ist auch 
cos (a -f- ßi) = cos {ßi) Cosa — süi {ßi) sin a 

wonuis man sieht, dab die Formebi 

cos (x -\- //) r= COS y cos x — sin y sm x 

anch dann noch gellen, wen» man imaginSra Bmoine fSee X'\-y wMU 
Da dieselben die Qnelte aUer übrigen Relationen unter den gonfonralrisehen 

Funktionen sind, so folgt jetzt, dals alle goniomelrischen Formeln aucb 
für imaginäre Werthc der Veränderlichen gebraucht werden können, wenn 
man statt M (o») «nd st» (;ri> die Ausdriieke in (5) und (4) snbititnirt. 
So erhält man a. B. aas der Formel 
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sin X 
ton X sss - 

cos X 

wenn man staU x daa imaginäre Binom. « aetzl. 

Auch zosammengesetztere Funktionen lassen sich jetzt redoziren. So 
kann man z. B* 

redoziren, wenn man in Formel (5) des vorigen Paragraphen 

« = — L — ,0,1,, — _ — eo$u> 
setzt y woraus man findet 



, e^^ -\- e-"^ ro.s- 2 



folglich 

isin (k -|- vi) • \ 

md anfShnfiehe Weise würde man auoh Ico« (le-f-t^)» Itea^iu -\- vi) ete. 
reduziren können. 

§. 47. 

Die cyklometmchea Fnoktioiien. 

Da wir gesehen haben, dafs der i^nns nnd Cosinus eines imaginären 

Bogens Grörscn von der Form A -\- Bi sind , so können wir auch umge- 
kehrt irageu, unter welcher Form ein Bogen erscheinen wird, dessen 
nns oder Cosinus nnter der genannten Form gegeben ist. 

I. Sei zuerst a -|- /3I der Sinus eines unbekannten Bogeus ie -f- vi^ 
so haben wir 

^rcsin (« -|- 1^0 == ^ "f* (4) 

oder 

a -r{- ^1 = sin (w -|" 

d. i. 

« + /Ji 

Ä'-l-e-'' . , — «r» 

= — s- sin u '\' i ' eas u, 

2 ■ e 
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Vergleichen wir hier die reellen und imaginären Theile beiderseits, so 
halten wir zwei Gleichungen, aus denen wir u und v zu bestimmen haben. 
Diefs geschiebt auf folgende Weise. Eb folgt aus der genannten Ver- 
gkicboDg 

und hieraus durch Addition und Subtraktion 

^ = .^ + -L, r^=.-!L (,) 

tut u ' COS tt imu eoiu ^ ' 

nnd dnrcb Mnltiplikalion beider Gleichungen : 



oder 

«ät* tf coffS tf SS CO»* u^f^ «m* «• (5) 
wonns sich u finden iMfsl. Seist man 1 ^ jxr*« für cof*«^ so er- 
giebt neb 

— (1 4- a2 -f 5i>i«w=— «a 

folglich 

Hier läfst sich aber das Vorzeichen nicht unmillelbar bestimmen ; wir 
schlagen daher folgenden Weg ein. Setzt man in (3) 1 — cos^ u für 
sIr* u, so findet sich 

eof« « ^ (1 _ a* — jS«) eof« « s 

und folglich 

ffier föfst sieb das Vorzeieben doreb die einfache Bemerkung bestimmen, 

dafs cos^ u eine positive Gröfse sein mufs. Wir dürfen defshalb nur das 
obere Zeichen nehmen, weil wir sonst das Gröfsere vom Kleineren abzie- 
hen, mithin co$* u ncigativ erhalten würden. Es ist also 

tt = i [l — -a» — /J* -f. — a* — 4/3«] (4) 

Hieraus folgt 

«öl«« = i [l + + — 1^(1 «» _ /J») + 4 
oder weil 
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(1 _ «« — |3«)a -I- 4/3» = (1 4- «2 ^ jS«j« — 4a» 

ist, ' 

sin^u =z I[l-j-«a4-j3a — V'a-J-aa + j^)« — 4a2j (5) 

SO dafs also in dem früheren Ausdrucke von sin'^ u das untere Zeichen zu 
nehmen ist, £$ wird jetzt 

sin u == ^l/l + 13» — Viji ^«ti-^pa)a — 4«» (g) 

Aosdrocke, die m mit ^ und B bezeidmen wollen« Wir ha))en mm ans 

sin u=sAy « £= Aresin A-\-^k9e, wo ^ jede ganze pontive Zabl be» 

deuten kann, womit der Werth von u gefunden ist. Um noch den von v 
zu bestimmen, halten wir uns an die Gleichung (2^, aus welcher folgt 

\smu*easuj . \A * Bj 

Mithin haben wir jetzt 

worin für A and B die Ausdrücke in (6) und (7) zu setzen sind. Wir 
haben aber fHiher unter Aresin x immer den kleinsten aUer zum Sinns x 

gehörigen Bogen verstanden. Wollen wir dieser Bezeichnungsweise auch 
iü£ X =^ a-^-^i treu bleiben, so müssen wir A* = 0 setzen und erhalten 

Are$m{u^ßi)i:^ArcsinA + l^^^u (9) 

II. Es sei femer in der Gleichung 

Arceos (a -f- M = « + (10) 
die Abhängigkeit des ii und v von a und ß aufzusuchen. £s folgt ans der 
obigen Gleichung 

+ — e-"" . 

= — s- C09U — I — - — sm u 

woraus sich durch Vergleichung der reellen und imaginären Theile die 
Gleichungen 

ergeben, die mui daroh Addition wd SakrdttioB combiiirt; es giebt dieb 

ScUAadlck Analyrit I. 14 
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COS u stu u cos u sm u ' ^ ' 

und durch Multiplikatian 



eo9? tf #m* II 
oder 

tt — (1 — . «• — /}«) Mf|S « ±= 

Hieraus erhält man, unter der Bemerkung, daüs ü'nP'U iiuner poakiy ist, 
und wdl 

-= ^+"^ + ^' — i V^(l + a» + — 4a« 
£t folgt nun ^ 

II == l/l + + /S* — V^Ü 4- i32)« — 4 «» 



cos 



d. i. eofttsid^ «MttssB^ wobei imdjB die nindidie Bedevtan; 
wie früher haben. Bs ist nun « s ^ %kn und naeh (1 1) 

\cosu MtnuJ \a ßj 

folgtieh nach (10) ^ 

oder wenn wir unter Arccas {a -f- jSI) den kidnsten aller sugehdrigen Bo- 
gen verstehen, 

jireeo9(a+ßi'):ss Areeosj^ + il^^'^^ (12) 

III. Wir wollen uns nun mit einigen speziellen Fällen der gefunde- 
nen Formehl (9) und (12) beschäftigen« 
Für s 0 wird in (9) 

= ^ + «» - -«»)• 

Ist hier «r^i, so hat man K(i — a«)«ss i — nn seinen, und in 
diesen Falle wird Aasm^ ist aber v^i, so nwHi 
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V^(l — «•)« = V(a« — i)> = «• — 1 

^gmmmßa Verden und dum wird ^ s i. Fmer wird Im mlen Falle 

\ jB s= V^l — 9 folglich ^ =s 0 , im zweitea aber BssO^ folgUcli 

^ = -. Um hier den fahren Werüi za erfahren, gehen wir fotgenden 
W^» Es ist 



folglich, weno man Zähler und Nenner mit 

multipHzirt und bemerkt, dafs immer (Vp -\- q) {Vp — q) =p«— ist, 
£2 _ V(i — ga ^a)« ^ 4|8a (j gi _ jg«) 

folglich für 19= 0, weil «> 1 ist, 



und 



Wir haben also nach allem Bisherigen für « ^ i nad /3 =^(9 



und für l 






Für « < 1 rednzirt sieh daher <Be Gleichung (9) auf die Ueuülll .ireil» « 

Ä Arcsin « j für a ^ 1 dagegeu w ird 

Aretm a = ^ram 1 -|- ^ /(« -J- — 1) 

oder 



^rcsinasz ^ -f. i /(« ^ V^a« _ 1) (i$) 

Diefs Resultat darf nicht befremden, wenn man bemerkt, dafs alle Sinns 
ächte Brüche sind , dafs also einem Sinus ^ i Jtein reeller Kreisbogen 
entsprechen kann. 

Am dar €Skieb>i^ (iS) erUOl man lür /Is;s0, «ler der Voranme- 

14* 
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Arccos a z= t /(« — V^a* — l) 
Durch Addition von (13) aud (14) eipebt sich noch 

j4rcsin a -\- Arccos a = - (^5) 

7t 

SO dafs also die Relation Aresin x -|- Arccos ^^^^ für a: 1 gilt. 

Nimmt man a = 0 in Formel (9) , so wird i5 = 1 , ^ = 0 , mithin p 
der Ausdruck = Seinen Werth erfährt man auf folgende Weise. 
Es ist 



A^ 1 -f a'i -f /32 — V{i -f a« + jS«)» — 40» 
Mnltiplizirt man Zähler und Nenner mit 

1 + «* + /32 + ^(1 + + 132)» — 4 

so wird 



_ 1 -|- 4- jgg 4- {^{\ -|- ^ |3a)2 _ 4^2 
folglich für CK = 0 



= 1 + jS» und ^ = V^i /5». 



y/a ■ A 

Es ist also, weil J3 = 1 , A = 0 war, 



^rw/« (jSi) = I /(V^l -|- jS« -|- /J) (16) 

oder 

dlSfilSßil^i(yT+F + ß) (IT) 

wobei das Imaginäre links nur scheinbar ist. Setzt man auch in Formel 
(12) « = €, so wird 



Arccos 0?!) = ^ + I j{-ßi^ß) (18) 

und 

g _ ^rcco. (i?o] I = / (V^IT^ - /?) (19) 
Addirt man die Gleichungen (16) und (18), so findet sich 

Arcsin (ßi) Arccos (jSi) == ^ (^0) 

d. h. die Relation Aresin x -f- Arccos o: = - gilt auch für imaginäre 
Sinus. 
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Setzt man in Formel (13) a = V^i -|~^*9 so wird 

'mi mil Hälfe der Gleichung (16) 

AretätX^r^ff» + jiretmißO (21) 

3 

Diese Formel entspricht ganz.dner sdiOE hekannten. Für y =s i f^t 
nämlieh die Relation 



^rcsin (x V^l — + y — <a^*) = jircsin y -j- x 

in 

iiber. Die Gleichung (81) zeigt, dalli dieteihe aacfa iSr ina^^nMie x gilt; 
denn wenn man x = ßi setzt, so erhält man dieselbe ana der vmte- 
henden. 

Nachdem wir so die Lehre von den Funktionell imaginärer GröDsen 
voUatändig durchgeführt haben, wollen wir nun zn den Anwc&dungeD der* 
selben achreiten, wekhe die Wichtigkeit and BrancUiarkeit deraelben ins 

hellste Licht stellen. 



Capitel XII. 

Reihen, welche nach den Cosinus oder Sinus der 
Vielfachen eines Bogens fortschreiten. 

I 

§* 48. 
Binfiicliste Rahen dieser Art- 

Wir haben früher verschiedene Reiben kennen gelernt, welche nach 
Potenzen einer Yeräiderliehen for^iinges und auch ihre Summen bestimmt, 
nie allgemeine Form aUer derarl%en Relationen war 

/(X) = u4-}-Bx-\-Cx^ + Dx^ + ... (1) 
Hieraus lassen sich mit Hülfe des Moivre'schen Satzes leicht zwei andere 
Reiben ableiten , welche aufser den successiven Potenzen einer Veränder- 
liehen aoeh noch die Sinns oder Goainns der Vielfachen* eines Bogens enl- 
halten , wenn man- nimUoh 



« 
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X z=z z {cos $ -|- I sin 0) 
setzl| wodurch die Reihe ia (1) fo(geade Gestell aimiiiiiMit: 

^ + Bz(eoi9 + iiin 0) -f Cs« (eorSO -|- 1 2«) -| \ 

^j\-Bzcos^-{^Cz^co$^^'^Dx*to$^%'\-... > (2) 

-{-{[Bzsin^^Cz^sinl^^Dz^süiS^ ■{-..,] ' ) 
indem sie sich in einen reellen und imaginären Theil zerlegt. Durch die 
BetraehUingen üher die FunklioBeD imaginSrer Binoine sind wir mm ie 
den Stand gesetzt, aneh die Funktion f(z cos $ -f- «iit 0), wenn sie sieh 
unter den bisher behandelten befindet, in eine reelle ond imaginäre Partie 
zu zerlegen, so dafs 

ßz cos^ iz sin 0) = <p{z^ 0) -f« •) 
ist Veqi^leicben wir diefs mit der Reihe (2), so ergieht sieh sofort: 
ip{x, 9) zsz j4 Bseosh Ca^ eot 29 -f* om 89 • • • 
Hf{z, 0) = Bz sin 0 -\- Cz^ sin 20 + Dz^ st;i 39 4-... 
Ableitungen dieser Art nun, welche jedenfalls zu interessanten Reihen 
fiihren ntlsseo, wollen wir jetst zu bewerkstelligen snehen« Vorher Aber 
haben wir noeh Bines zu bedenken, nSmlich die Conragenz dar Reflaea; 
wie sollett wir über diese da entseheiden , wo wir es mit imaginüren Zah- 
len zu thun haben? Diese Frage können wir beantworten, wenn wir 
zuerst eine Untersuchung über diejenige Reihe vomehnven, welche die 
Basis der ConveigenzbetraehlQngen ansmaciite, nämlieh die Reihe 

4 

r== i -|- or + -|- 0?» + X* -|- • ' • ' 

welche nur für iicht gebroclieue x die vorstehende Glcichudg erfüllt. 

Setzen wir nämlich in derselben z (c^s ^ -\-isin 9) lür so theilt 
sieh die Reibe in die folgenden zwei: 

+ i(5r^0-f4f*jÄ2» + *'*^«^ + •••)) 
und auf der linken Seite steht 

1 

i — z eos9 — i» sin^, 
Moltipliziren wir Zähler ond Nenner dieses Brnehes mit I eot^ 
Izsin^ nnd bemerken, dafs 

(f — 5 CO* 9 — iz sin 9) (1 — z cos $ -|- iV •) 
=z(i-^z cos 9)* ~ (iz m 9)=« = 1 — - 2;r oof 9 -f - -»» 
ist, so erhalten wir 

1 — z cos 9 . iz sin 9 

i — 2jrcof0 4~'* ^ — 2« cw 
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■ 

Biid^ folglich durch Vergleicbaog mit (3) 

- — ^ *^ ^ \ — ^ = 1 4- 7Cor0 4-4r*eoffS0 -f-«'0O«36 4>... (4) 

' "^"^^^ , — ^= z sin ^ + *Mi2e 4- j»9 #i»364-... (6)v 

1 — 2z ea8$'f-z^ ■ • • ^' 

Es fragt sich nun, unter welchen Bedingungen diese Gleichungen richtig 
bleiben. Diese Frage läfst sieb Jeicht enlscbeideo, wenn man die Aeiben 
lelbst Torent ab endliebe nünmt^. dieselben aummirt ünd unterancbt, in 
welefaen Füllen diese Summen sieb für «na wacbsende GfiederanzaU den.' 

links stehenden Gröfsen als Gränzen nähern. 

Bezeichnen wir nämlich mit tS^^ die Summe der Aeihe 



1 z eas 9 '{^ z* eas 2^ + «• cotSO-f-. easn — 1 • (6) 

so ist durch Multiplikation mit 1 -|- — 2 z coäö 

(1 -|- z'^ — 2z cos 0) 
= I -f-jr '-^2zeos$' 

z* (eas 29 -^^ i) r. \ — 2**aw O e«ft^ 

-\- 2^ {cos 3 B cos 9) "n , — 2z*eos29eas9 

-|- z* {cos 46 -J" 26) — 2-5* CO* 36 CM 6 



-J- CWÄ^^ 6 -|- cos n — 1 ö — 2z* cos n — 1 6 co* 6 

wobei die crtie Yeiiikalreiba dareb Muitipläation mit 1 -{^ die sweita 
dareh Moltiplikalion mit «-^ 2z eos 9 entsteht. Zerlegt man- in dieiar j^- 

des doppelte Cosinusprodukt nach der Formel 

2easm9 eos9 = ewm-^i 6 -^-cosm — 16 
so heben sieh die in einer Horizontalfinia atebenden Glieder ToUstSndig ge- 
gen dnander, mit Aasnabnie dar ersten nnd leixten Glieder.. Sa bleibt 

demnach ' > 

(i ^2z cos 6) 

Ä I — «0* • -1- ***** OM Ji— I- • — ear «9 

folglich . 

^ i — z cos 6 cos w9 — z cos n — 16 ^ . . 

* 1 -—2^005 0 -f^T* 1 -^Iz + * ^ ^ 

womit die Summe der Reihe (6) gefunden- iat.^ Lassen wir nun in (6) die 
Gliedeiancahl n ina Unendliebe waebsen, so gebt die Reibe in 4ie auf der 
nahten Seile in (4) stehende iOieff.. Wotleii wir ab«r in nnaeter ^amnio 
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(7) n ias Unendliche wachsen lassen,' so haben wir drei FlUle za unter- 
scheiden, ob näailich z ^ 1 , z = 1 oder z <C i ist. Im ersten falle ist 
offenbar 

- . eostA — zeotn — 10 ^ 

läm T— j r- Z = OO X 

1 — 2z eosh-\-x^ 
authin die ganze Sonime unendlich. 

Ist zweitens 2 = 1, so geht die Reihe (6) in die schon früher betrach- 
tete §. 19, II. über, ebenso läfst sich der Ausdruck mit Hülfe einiger 
goniometrischen Formeln leicht, aaf die dort gegebene Form bringen. Es 
wird dann Um unbestimmt, weil Mos trigonometrische Funkdonen 
darin vorkommen , welche abwischen -{- 1 und — 1 hin und her oszilliren. 
Die Reibe (6) i&t dann ebenfalls, ins Lueudiiche fortgesetzt, nicht 
mirbar. 

Für den d^tten Fall z ^ i dagegen wird 

eosn% — zeosn — 10 ^ ^ 
1 — 2z cos^ -f- 
folglich bleibt in (7) der Ausdruck 

i ^ z cosQ 



1 — 2z eos^^l-z^ 
ab Summe der ins tJnendliche verringerten Reihe (6) stehen. Die bereits 
früher gefundene Gleichung (4) gilt also nur für Mcht gebrochene z. 

Durch ein ganz ähnliches Verfahren überzeugt man sich auch, dafs 
die Gleichung (5) ebenfalls nur fiir solche z richtig bleibt, deren absolute 
Werthe unter der Einheit liegen. . 

Wir können nun von der Reihe 

i-j-z{cos^ isin ö) 4- (eos2^ + t 26) + . . . 
sagen, dafs sie lür z<Ci convergire, weil in .diesem Falle sowohl die 
reelle als die imaginäre Partie derselben eine eonvergente Reihe bildet. 

Diese Bemerkung 9 su welcher uns die vorige Betrachtung führte , ist 
fSr uns ein Fingerzeig, in welcher Weise wir die imaginären Reiben zu 
betrachten haben. Ist nämlich die Convergenz oder Divergenz einer ima- 
ginären Reihe zu entscheiden, so nimmt man ihre reelle Partie und ebenso 
die imaginäre für sich vor und beurtheilt die Conveigenz oder Divefgenz 
dieser zwei Reihen einzeln; die Bedingungen , unter welchen sie convcr- 
giren oder divergiren , sind zugleich die Bedingungen fSr die Convergenz 
der imaginären Reihe, wobei unter Convergenz der imaginären Reihe die- 
jenige Eigenschaft derselben verstanden wird, vermöge deren sie einem 
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anderen, aber geschlossenen imaginären Ausdrucke identisch gesetzt wer- 
den kann. 

Diese Aegel Mi von leiebler Anwcndiiiig. Kennt man z. B. die Be- 
dingongen für x, unter welchen die* Reihe 

^•\^Bx + Cx* + Dx* + ... (8) 

convergirt, so werden unter denselben Bedingungen itir z um so mehr 
die Reiben 

«nd 

Bz sin9 -\- Cs^ st/t 2 9 -|- Dz^ 3 9 . . . 
convergiren, und mitbin ist dann die Reihe 

^ -f iüs (cof 9 -f- { sm 9) -|- Cz^ {cot 29 -|- isin 29) -f- • • - (9) 
ebenfalls eonvergent. Will man also ans einer Reihe (8) dadurch eine 
Reihe (9) ableiten, dafs man iiir die yeründerliche ein imaginäres Binom 
setzt, so mufs man die Bedingungen, welchen die Veränderliche, nach 
deren Potenzen die ursprüngliche Reihe steigt, unterworfen ist, auf den 
Modulus des imaginären Binomes übertragen, oder mit anderen Worten, 
die Bedingungen für z, unter welchen die Reibe 

^ -f. J?^(«Of 9 -|- isin 9) + Cx^ (cw 29 -f- 1 #»i 29) + . . . 
ab conveigent anzusehen ist, sind die nämlichen, unter welchen die Reihe 

-rf + i?^ (7i?a -f./?«» -i-... 

coilVergirt* 

Es ist nun aucb sehr leiebt, sn zeigen, dafs die Sitze des §. 28 ganz 

ungestört bleiben, wenn man statt der reellen Reiben, welche dort be- 
trachtet wurden, imaginäre nimmt. So ist z. B. unter der dort gemach- 
ten Determination das Produkt zweier convergenten Reiben 

«a + «i* + ««** + «8*' +•••] 

wieder eine convcrj^enle Reihe. 31ultiplizirt man statt dessen die Reihen 

■ 

ÜQ-^-ajZ {cos 0 -|- I si/i 6) -|- z'^ {cos 2 Ö -|- i */>i 2 Ö) -|- . . .) . . 

b^\'b^»(4m^\'isin^)\-b^s^{po$2^'{'inn2V)\ \ ^ ' 

welche conreigiren, wenn hier s die Bedingungen erfüllt, welche vorher 
dem X anferiegt waren, und ordnet das Produkt nach Polenzen Ton z, so 
kommen in den Goeffizienten von z die nämlichen Partialprodukle a^h^, 
0^651 u. s. f. vor, aber noch mit reduzirten Ausdrücken behaftet. Zer- 
legt aMB das PMukt in seinen reellen und imaginären Theii, so findet 
man zwei oonveigenla Reihen» weil die Glieder derselben. wegeA der go- 



(10) 
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niomelrischen Faktoren kleiner als die Glieder des Produktes von den bei- 
den Reiben in (10) sind. Folglich convei^irt auch die imaginäre Rjeihe, 
welche das Produkt der l>eiden Reihen in (II) darstellt. 

§. 49. 

Die Binomlalreihe mit imaginofni VerandcrHchai« 

Die Rechnungsopcraiionen, welche wir früher Torgenommen haben, 
um die Sanune der Aeihe 

oder 

* +f*i* + f*af* + f*8'* + r•• 
E1l Bilden, sind ganz gleichfömug auf die Reihe 

^ + f*i ^ (co* 0 -f~ ^) + (^®* SO + t'för «d) . . . (2) 
anwendbar, welche als convergent anzusehen ist, wenn z hier die Bedin- 
gung erfüllt, welcher x in (1) unterworfen war, wenn also -f - 1 
, > — i ist. 

Jene Rechnnngsoperationen besogen sieh namlieh Mos aof f» and wa- 
ren von der Frage, ob x reell oder imaginSr sei, ganz unabhängig. Da 
nun die GrÖfse f* in der Reihe (2) auf ganz die nämliche Weise vorkommt, 
wie in (1), so können wir auch hier die Summe der Reibe mit f{(i) be- 
zeichnen und finden durch die nach dem vorigen Paragraphen erlaubte Mul- 
tipÜkalion zweier Reihen, welche dadurch aus (2) entstehen/ dafs man 
einmal a und dann ß für (i setzt, ganz wie früher die Gleichung 

Da nun hier a, fi reelle Gröfsen sind, also die Funktion f(jit) wenigstens 
in Beziehung auf ft reell ist, so haben wir 

Der Werth von /(l) wird aber aus (2) dadufch bestimmt, dafs man f» = i 
nimmt,, wodurch sieh 

/(l) = i -\- r cos d -\- tr sin • 
findet. Wir haben folglich, vermöge der Bedeutung von/'(^), für -f- i 

(i z cos d -\- iz sin ft)'* 
, = 1 -f- («w 0 + 1 Ö) -J- ftj|Ä* (CM 20 + 1 26) + . . . 

WoHen wir aber eine Veigleiehang der reelkn and imgiaireii Tfaeüa 
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beiderseits vornehmen » so müssen wir erst die Gröfse i -\-z cos 6u-|- 
ix sht^ auf die Foim ^ (ccw £ ^ £) i>riog^» daniit daim 

(1 ■\~ s eof^ -^-iz sin9)^ := (cos + 1 stn nt) (4) 
werde, wo es nun leicht ist, den reellen und imaginären Theii heraus zu 
nehmen. Aus 

folgt aber 

und hieraus durch heiderseitige Quadrirung und Addition 

1 -^2scm6-|-ji* = ^< 

^z=(\+2xeofB + x*)^ * (5) 
Feroer ist durch Division mit der ersten Gleichung in die zwei^ 

folglich 

wo k jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann. Für diesen Werth ist 
nun nach (4) und (5) 

= 1 fi^z (cos B -\- t sin ^) -f- jti^^* (cof 20^1 IM S9) j 
Für z = 0 wird hier ^ = 4:2A», folglich 

und diefs mafs für jedes |i richtig bleiben« Das kann aber nur gescbeben, 
wenn lr=0 ist, wodnrch der Werth von ( sich vernnfacht. 
Fnr 

t s= AreHm — ^ («) 

erhalten wir nun durch Vergieichong der reellen und imaginären Tbeile 
der Gldchnng (7) 

{i-\-7izcos^-\~z'^)^^ cos^t I (^J 

(1 + 2r co^ Ö + z^Y ^ sin fit ) ^^^^ 

Kwd Reihen, welche bei ganzen positiven abbrechen nnd in diesem Falle 
für jedes beliebige z gelten, die aber (Ir andere wfllfcÜiriiebe f» nnr so 



(7) 
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lange der linken Seite gleich gelten, als der absolute Werth von« z ein 
ter Bruch ist. 

Dieselben enthalten mehrere Reihen, die wir schon J^ennen gelernt 
haben, als spesieUe Fälle in sich. Für ein ganzes positives |ft z. B* und 
iur zs 1 erhält mm imter der Bemeriumg, dafs laii 



i 1 
2 

1 1 
Jordan /ä» 9 = - 0 

2 2 

ist, die Reihen (9) und (12) des §. 36. 

Für fi = — 1 , also '\- i ^ z"^ — 1, mufs man beachten , dafs 
immer 

AreU» X SS Arecw . Aruin 



X 



eof Amtan x s sin Aretan x = 



ist. Han findet dann die Formeln (4) and (5) des vorigen Paragraphra. 
Ninnnt nun feNiy ^ ^ f ' ^ ^ ^ Arctm z- and 

(1 + ^*)* ^ cos (n Aretan z) 

(1 + Ä«)* (;* 

== — f*3^'* +f*ö^* — 

wobei — 1 sein mufs. Beachtet man aber, dafs aiur 

Arctm z folgt 2 toa» folglich 
so eifaiflt man 

' iwi^ f (ii) 

co^»^? J (12) 

s f»^ In t ^ fig lsfi> £ + Aw* £ — 



■ • • • *i 
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Gleichitiigen, welche nur so lange gelten, als tan t ein fiehter Broch, ihit- 

hin z zwischen den Gränzen -I- ^ und — 7 hleibt. 

■ ,4 4 

Die vorstehenden Formeln sind die fruchtbarsten fär die ganze Theo- 
rie der goniometrischeii Funktionen. Die zahlreichen Folgerungen, wel- 
che sich von ihnen machen lassen, werden wir später behandeln , wo wir 
sie noch Yon einer anderen Seite her kennen lernen werten« 

§. 60. 

Die Expoaennahdhe mit Imaginären Veranderlicheii. ' 

Von den beiden Reihen (9) und (10) ans, welche ans der Binomial- 
formel für eine imaginäre Veränderliche entspringen, kSnnen wir nns nun 
auf ähnliche Weise zur Exponemdakeihe erheben, wie diels früher ge- 
schehen ist. 

Setzen wir nämlich » an die Stelle toh z und i» ^ so wird 

- t 

(1 + 2£S CO* 9 -|- €"a*)*^ cos - 



(1) 



= i + -5C0f» + — ^•<»f20-f ^^^^ ^ ^»i?o»g»+.> 

und ^ 

- t * 

(1 + 2ez co$»-{- «•*»)»' ««i 

9 

und diese Reihen gelten, so lange sz zwischen den Gränzen i und — 1, 

, \ i 1 . 

also z zwischen - und — - liegt. Lassen wir jetzt b bis zur Grä,nze 

Null abnehmen, so bekommen wir anf der rechten Seite ^Reihen, welche 

1 i 

ganz die in der Ezponenziahreihe vorkommenden Goeffizienten 7, r — 

1 1 • a 

r — - — - o. 8. f. enthalten, welche aber mgleich nach Potenzen von z 

* 

und den Cosinus und. Sinns der Vielfachen von d fortschreiten. Wir ha* 
ben nnr noch die GrSnzwerthe zn bestimmen, welchen sieh die linken Sei- 
ten jener Gleichungen nähern. Bezeichnen wir nun Scz cos 0 -|- e^z* mit 

wo jetzt d eine Gröfse ist, die gleichzeitig mit e bis zur Granze Null 
abnimmt, so hat man 



Digitized by 



222 Cap. XIL ReÜMi, wvkte udb 6m Gofkn «4« Sira» 



1 



also 

J- r ilzflM^ + i«««« 
Lwi(i4-2wcM0 4.e««2)*«ÄiL»iL(l+^)«J • 

wo mm ^ mii s gleichzeitig bis zur GriSnze Noll zu Tennindern sind. 

Maa erhiUt nach §. 33, (18) 

£M{i + 2ts cos 0 + «»ij V* = (3) 

Ferner iat jetzt 

^ = ^ten ^^^^ 

folglich 

und durch beiderseitige Multiplikation mit 



e tont 
t _ _^ ar «Iii e 



« tan ^ ' i -\- ez cos $* 
Es erhellt aber ans (4), dafs ^ eine Gröfse ist, welche mit «'gleichzeitig 
bis zur GrSnze Noll abnimmt. Man hat daher 



folglich naeh (5) 



' Lim — — = Lm = i 



Lim - =z z sin^, " (6) 



Gehen wir nun in den Gleichungen (1) und (2) zur Gräiize für abneh- 
mende c über, so ergeben sich unter Benutzung der gefundenen Gränzbe- 
stinaMmgoii (3) md ^6) die folgenden Eeihcat 

^«"•^ cos (zstn^) 

=:i + lcos^ + ^eos2^ + j^0aiS^ + .. ^ 

1 i 

vbA diese gellen fSr alte welefae zwiaehea Lim - tud Um — A. h. 

zwischen -f- oo und oo li^en. 
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Nimmt man in den obigen Gleichungen ^ = 0 ' ^ eriiKlt man die 

Reihen für den Gennas und Sinus , und diefs wäre wieder eine Ableitung 
•derselben, welche von dem Cap. VIII. unabhängig ist, weil sie .hlos die 
Kenntnifs derBiniMnialreihe» der Exponennalreihe und des Moivre^schen 

Theoremes voraussetzt. 

Man kann die Formeln (7) und (8) auch noch unter etwas anderer 
Gestalt darstellen y wenn man nämlich 2eos9=:y^ %sm%^x setst, 

woraus ö = Arctan - und z = (a;^ -|- y'^y folgt. Man bat dann 

y • ^ 

4» eoax = 1 + ^-"'^ + €09 ^Areim ^ 
+ i-\+p^ eas(2Arcian^] 

• .+••,.•••• 

+ 

worin nun a: und y BWei von einander unabhängige veräuderliche GrÖfsen 

darsteilen. 

§. 51, 

Die Logarithmeareihe mit imaginären Yeränderlicheii. 

Wir können den Übei|;ang von derBbomiabeihe zur logariihnnsehen 
Reihe auf ähnliche Weise bewerkstelligen, wie diefs schon froher im 

§. 34 geschehen ist. Durch beiderseitige Subtraktion der Einheit und 
nachherige Division mit |» erhalten wir nämlich aus Formel (fi) §»49: 

^ (i) 

/ 
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und weoa wir hier ^ bis ;^iir Gränze Null abnehmen ksseu, so erhaitei 
wir rechts eine Reihe , welche die nämlichen Goeffizienten 1 , — ^ ^ -f- ^ 

a. 8. f. enthüll wie die logarithmische und anfserdem nach Potenzen vod z 

und den Cosinus der YieUkcben von $ gldcbzeitig fortschreitet. Wegen 

1 

ist aber 

= — S ^ ii + 2zcosQ + s^f^.^ sut^ri 

1 

Hier ist nnn - ^ eine GrÖfse, die mit ft gleichzeitig bis zur Gräoze Null 

* ' • I 

abnimmt; es wird also 
nach Formel (1) §.34, und 



Lm» (1 + 2z cos ö + z^)^ ^ . — ~— *i>/ ^ ^ = 1 . 1 . 0 = 0 
folglich 



^ (1 + 8» cw y{— r 

SS I /(l + 3X CM « -|- «•). 

Mit Hälfe dieaer Gleichung ergiebt sich ans (1) 

1 

-l{i-^-2zcos^-^z^) 

1 1 

2 ■ S 

eine Reihe , welche nur so lange gilt , als z innerhalb der Gränzen -|- 1 
and — 1 liegt y wie in der ursprünglichen Formel (9) $. 39« 
Ans Formel (iO) g. 39 findet sidi kmett 
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l^asseu wir hier /i bis zur Gränze Null abaehmea, so ist 

Um — C= s=s J Ä ^/-c/oji r-i 2 



(*) 



1 1 

2 '3 
WO miii wieder -{-i^z^-^i sma malB* 

Für d s= j reduzirt sich die Gleichuog (2) auf eine bekannte loga- 

rlüiniische Reihe, die Gleiehimg (4) dagegen liefert ein neues Resultat, 
nämlich 

1 • 1 

ArtUm M zsi M — -4- ^ — . . • (6) 

oder wenn mn % ss tan x seist, 

11" 
jr s tat — ' - to»* ' + g ^* * — • • • (fi) 

n 

eine Reihe, welche den Bogen finden lehrt, wenn man die Tangente des-' 
selben kennt, vonnsgesetst, dafs der Werth derselben die Eiidieit nidit 
übersteigt. Wir werden spSter aof diese meikwürdige Reibe xarik^* 

kommen. 

Man kann sich leicht tiberzeugen, dafs die Reihen (2) nud (4) auch 
noch üir z =s i richtig bleiben miissen. Du BinomiaUheorem gilt näm- 
lich aneb dann noch fSir :r c=s + 1 , wenn die Grofse in (1 -f - xy- keine 
negativen Werthe annimmt. Da nun bei unserem Gränzübergange |ü von 
der positiven Seite her bis Null abnahm , so ist diese Bedingung erfüllt. 
Man erbäit dann ans (S) für £594* ii onter der Bemeikang, dafs i -|- cos • 

s= 2 CO*» ~ 0 ist. 
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•J 1 1 4 W 

S . '3 4 ' 

1 / 1 \ 1 
Es wäre hier falsch , stati - 1 icos^ ^ d j hlos I cos - 0 schreibea zu 

wolleii, weil äberhaapt - /(ar*) und Ix gum Tenoinedeiie F^niktioiioi sind. 

* 

So würde im vorliegenden Falle / cos - 0 imaginär werden, wenn 

wäre 9 während ~ / ^cos* ^ 0^ immer reell bleibt und aoeh bleiben moTsi 

weil die Somme der Reihe rechts immer eine reelle Gröfse sein mufs. Die 
gewonnene Gleichung ist übrigens von grofser Bedeutung , weil sie einen 

\Veg zur Berechnuig der sogoianiite» knnBtlicfaen Gosiniii zeigt. Nimmt 

1 

ipaA,da|{egen in (2) z =: — 1 und bemerkt, dals 1 — cos 0 =: 2 sia* - ^ 
ist, 80 erteilt man 



S 3 4 



(8) 



eine Gleichong, welche die BarecbnuDg der kunsllieheii Sinus lehrt. Sob- 
trahirt man noch (7) von (8) und umgekehrt (6) von (5) , so ergeben si«h 
noch die Gleichungen 

j/^co/a^ö^=s eos$ -f gOM^O-f g£M69 4-... (10) 

\ Eine Eigenthümlichkeit bietet die Gleichung (4) dar, wenn in ihr 

t = 1 genottunen wird. Man erhält dann, unter der Bemerkungi dals si* ^ 

11 1 
==2st»-d cos ~d und l-|-cos9 = 2 cos^ folglich 



2 



Vi» 
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III 1 

Es hier falsch, statt Jrctan ^^^^^ allgemein |« sehreiben 
xn wollen. Sonst würde man s. B. för 6 = 2)» ^' finden 

» + X = JW 0' — 4 «a 20' 4 ^ — • • • 
^ '2 2 ■ S 

was ofenbar falsch ist, wenn man es mit dem Vorigen Teigleieht. fie- 

1 / 1 

halt man indessen die vorige orm bei , so ist tan -{2a-\-^') =^ tm - $\ 

folglieh Arctan ^tm ^ (2«-|-0')J = Detern (tan i d'^ = ^ 0' and 
mm ist die Gleichong richtig. Der Gnmd des Fehlers li^t darin, dals 

Arctßn ^an ^ und ^ 0 verschiedene FunkUoDca von 0 sind; die erste 

ist periodisch, weil die darin vorkommende Tangente eine periodische 
Funktion ist, die zweite wächst inmier, wenn 6 zunimmt. Dagegen sind 

Arctan ^^^^^J und ^0 so lange identisch, als in den Werthen von 

tan -0 keine Periodicität, sondern ein beständiges Wachsthum statt fin- 
2. 

det, nämlich von 0£=ObisO = ff, weil dann die Tangente von 0 bis oo 
geht. Man darf daher uur für das Intern all 0 bis ;i behaupten , dafs 

1 11 

- 0 = sia^ — ~sm%^~\~-smo^ — ... (12) 

2 '2 9 * ' 

ist. An der Stelle 6 = ;e tritt hier noch eine Unsletigkeit ein. £s hat 
nämlich, wie Mher gezeigt wurde, tan - zwei Werthe, '\-oo und — oo, 

also hat auch ArcUm (tan ^ , deren zwei: Ardan (4~ ^) = § 



TS 



Är€ii(m{'^oo)zs — .ire<a»(oo) ss — ^. Die Smmne der Reih« rechts 

in (11) kann aber doch nur einen Werth haben, und welcher ist dieser 
mm? Daranfanlwortet die AmhoseUMt sehr eipfoch: jedes ihrer Glieder 
anraUirt sich für 0 s=: ff, nnd also giebt sie mu^S«anm Noll, milUnkmiien 

16* 
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lel WOB üuiHi^). . Unter der Bedioging 
ist also 

i$ s (15) 

Nimmt man in Formel (4) 2 sss — i. oad i)eacbtet, dal« 

1 1 

ist 9 so erbält man 

III I 
0 4- - IIA 20 + - m 36 4- 7 IM 49 -I- 4 • 
■ 'S '4 ■ ^ 

Ist nun hier ff ^ 0 ^ 0 , so kann maa statt des Aasdrackes links einfach 
^^^-^^.selMO and hat dann für 

= *iÄ e 4- i m 20 -f- i iiÄ 36 + . . . (15) 
Für Is^O gilt diese Formel nicht, weil dann die Fonktion finka in (14) 



(14) 



nnatelig wird ond die xwei Warthe H~ ^» ^ annimmt» von denen kei- 



der Reihe i^eich ist, welche sich hier annullirt. 
Addirt man die Gieidrangen (15) ond (IS), welche von • s 0 
I es die eilte mit AnsaehEefsnng des Werthes 0 s « und die zweite 

mit Ausnahme Yon 0 = 0 gelten , so erhält man das merkwürdige Resultat 

? = jäiO-f-|«M80-f i JM50-I-... (16) 
welcbes nur für 0 ^ 0, escelasive 0 ss s nnd 0 s 0 hestelit. 



^ El in dieb eine dlgeBMiBe ESgoMduft dw BdhMi roa dar Fönt 
dt linO + fiR20 + 6, jftidO -f ... 
deran «Dgemebe Behanflliiog in die Ldire roa deo betfiinintm Tnt^gnlea gettiSit, Mtn 
mIm awhie ,^B«iti%e « ISieoile beitimiifter btagnk«*« wo dah eine tmSSbsM» 
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Giebt man daiin dem 0 einen solchen Werth , da£i die Sinns der an- 
geraden Yiel&cheii vom » IMA zu bemhneii fliad, so erbSlt man eine 
Rdhe für die LadoM sclie ZaU. . Die einfodiste Amiabme dieser Art isl 

^^^^ 

• SS ^9 wodurdi man die sof^eoannle Leibnitz'sdie Reiiie 
findet, welche sieh aneh ans der Gleiehiiiig (6) fBr :v s ~ ei|p^. 



Capitel XnL 

JEUäiCH för den Sinus oder Gosinu»^ eines 

vielfachen Bogens. 



Tnatfonnitioii d« MoincPfohca SctMt mit BfiUb' des P^whhmuMf " 'jhiimm 

Schreibt man die Gleichung 

cos ^ ism^ SSI {com x ism ^ 

in der Form 

eof fic^-ijfktffjr SS cwl^r(i-f l Am^ry* (I) 
so ersieht man gleich, dab-sieh hier du BinomiaHheorem anwenden las- 
sen wird , sobald man dafür gesorgt hat , dafs tan x hier die Bedingungen 
erfülle , weichen .r in der Gleichung (8) §. 29 unterworfen war. Diese 
Bedingungen sprachen sich dort in der Ungleicbnog -|* i ^ ^ — 1 aus, 
weldie hier in 4~^^ taa^x ;> — i iihei|;eht ond ans der non folgt, 

daCi der Bogen x zwischen den Gränzen -j* ^ ond — ~ liegen müsse. 

Wir erhalten jetzt aus (1) mit Hülfe des Binomiallheoremes 

coi -|- isin \kx 
= cos^ X [f*^j -f- tf^i « — ^2 tan^ x — ift, Äwi* x -(^ .J. • 
^nd dnreh Vcfgleiehnng der reellen und imaginären Theile. 

• ! (t) 
! (») 
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Formela, welche hü ganzen positiven f» für jedes x, ha. anderen aber 

mir für t ^ ^ — t Gültigkeit Itasttzen« Dieselben sind übrigens 

identisch mit denen, welelie wir vnter (Ii) und (12)^ §• 49 kemiflB ge- 
lernt haben. 

Ihn Juuu ihnen aneh noch eine andere Gestalt geben, wenn man 
' für tan x setzt und darauf die Klammem auflöst. £s eniebt sicii 

COSfUf ) 

sin iix ) 

( (5) 

Bei ganzen positfren fi , wofSr diese Formefai ohne Einsehrinkinig gelten, 
könnte man sie zur Aufstellung goniometrischer Relationen benutzen, wel- 
che aus dem Sinus und Cosinus de« einfachen Bogens den Sinus und Co- 
ainns eines beliebigen Vieifachen dieses Bogens finden lehren; -wir woUrn 
uns indessen bei diesen Anwendungen niehl enfliatoi mk eine andeie» 
firachtbarere Idee verfolgen. 

I. Die Reihen auf den rechten Seiten der Gleichungen (4) und (5) 
gehen nachPoleuEen von cca und stn zugleich $ die ersteren fiaUen, die 
zweiten steigen. Da nun aber der Cosinus durch den Sinus ansgedrSeb i 

werden kann und üherhaupt 

l 

cat^ jr =: (1 — jpj'i 



ist, so sieht man, dafs es wohl möglich sein mufs, die Reihen (4) und 

(5) in andere zu transformiren, welche nach den steigenden Polenzen von 
S2»;i; fortgehen. In der That hat man nur nöthig, die einzelnen Cosinus- 
potenzen nach Formel (3) in Reihen zn verwandeln , wobei für die Glei- 
chung (4) p durch fi, ft — 2» f* — 4 etc«, üir die Gleichung (5) dorcb 
— 1 , fi — ft — 5 etc. zn ersetzen ist. Nunmt man noch der Rün® 
wegen sinx =if, so erhält man jetzt 
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cot ftC 



**o (^i + f*o 



(0.!' - 



331 



-b 



Bezeichnen wir die.Coellizieiilmi von y^, y^, etc. ndl ^o> ^4 
etc., so ist ' - 

cos fis = ^^y^ + J^y* — J^y^ + ... (7) 

und fiberhaupi I3r «ia ifanaes poiitives 11 

= . (9. + ^ (^L + C-i^L + • • 

Wir haben aber die Summe aller, Glieder rechts schon früher auf einen 
^ehlossenen-Aosdniek gebraohti vennSge der Qleicbimk CiS) 
Ml nämlicli aneh 

^ ft«0t»->2*) (^^ — 4^) ... (iit^->-2ii — 2 *) ; 

4.2.3.4... (2/;) ... - 

Bringjen wir diefs in der Gleichung (7) für % = 1» 2,.S, ... in Anwen^ 
dang nnd bemerken, dals dort = i ist» so ei^ebt sieb die wi^tjjj;!^ 
Relation: 

eo§fue \ 
1.2 ' 1.2.3.4 i. 2. 3. 4. 5. 6 ■ .) 

Dieselbe £;ilt für jedes x, wenn fi eine gerade Zahl ist, weil in diesem 
Falle die in (4) yorkommenden Potenzen 

cos^x = (1 — stn^ x^, cos^"" x = {l • — si'n^ x) ' * 

sämmtUcfa ganze Exponenten bekommen , für welche das Binomialtheorem 
i allgemein richtig ist. F8r andere als gerade fi gfbt. die Aeihe recl^ts ins 
I Unendliefae fort und gilt dem Aosdrudte cos fur nur so iang^ gleiidi, aly 
^er i ißt nSmlielien Bedingung ontorvi^eA IM, 'wie In den Jß^Mek (2)^ 



'» • 1 I • 
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II. Eine ganz ähnliche Tnmsformaüon Wal sich auf die GleichiiDg 
(5) anw^enden. Setzt man nämlich 

woM shix iet KSne wegen beiften nil%e und Tcrwandelt afle diese 

Potenzen nach dem Binomialtheorem in Reiben, so ei|;iebt sich 

-'.('T^).'-'.(^).'-+'.('ii).r- 

BeieiehiMi wir die CodBrienteii von y, de. nil A^, Ä^, 

etc., 80 ist 

und öherhaopt 

...+^(t=¥±j),+^,(^=¥=iX 

Bettelst eines früheren Tbeoremes über die Binomialeoeffizienten ist es 
sehr leiebt, einen kfineren Ausdmdt iSr A^^^ aosiigebeii. Wir hahes 
BÜBilieh nach Formel (16) §. Sl: 

^ _ ftQi« — 1«) (ft« — 3>)...(^g — 2;i--l*) 

1 . 2 . 3-.. (2« + l) 

finacpen wir diefs in der Gleichung (9) fSr » s 0, t , S, S elo. in A«- 
weidiiiif , so erhallen wir das Theorems 

«dl fur \ 

1 1.2.3 ' 1.3.3.4.5 ; 

ind diols gilt allgemeia, wenn eine nngende Zahl ist» fiir jedes andere 

fi aber nur unter der Bedingung j >^ ^ — 

III. Noch ein paar Reihen, welche den vorigen ähnlich gebildet 
sind, erhält man dadurch, dafs man in (4) und (5) beiderseits mit cosx 

wid dann mit den reebts stehen Meiheadea Reihen die itfmüehMi 



« 
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Transformationen vomimmt, welche wir bisher auf die Reihen (4) und 
(6) onmiltelbar angewendet hatten« 
Es ifll aSnUeb 



eo9x 



oder, wenn wieder ii»x = also eoix s= 1^1 — jf* geseist wirf, 

cos fix ' ! 



cosx 



(11) 



«dir wir 

letsen können, wenn 

...=,.(^).+^e-f5L+..(^)„+-- 

ist. Naeh Formel (17) in §. 31 ist aber 

^ 1«) (fi« — s«) . . . fr« — a»^ i*) 

*• ^ 1.2.3... (2«) 

Sobstitnirt man diedi in Fonnel (11), in welcher 1 ist, und berück- 
aebtigt die Bedentiing Tmi so findet sii 

cos fix 

gültig für jedes x, wmm h eine angerade ZaU ist, nnd anfiwrden nur 
IV. INe CUflistaif (6) UUst siob aneh in folgender G^talt 
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sm fix 



aus welcher man durch Entwlckeluo^ der Gosinuspotenzen für m x s y 
Folgendes erhält: 

'. iin fix . 



-..(^).,-,.(==!),- + -.M-!)..--... 



od«r 



wobei 



cos X 



(43) 



All «nB»H ■■ Q 

* /i • . \ . . 
Nach Formel (16) §. 35 ist aber , , ' 

1 . 2 . 3 . .. (2«4- 1) 

folglich aus (13) durch Multiplikation mit co«;e ood Wiederfaentellung des 
Werthes von jf 

iS 1.2.3 '1.2.3.4.5 J) 

lind liier ist die Bedingung der Gültigkeit ^ ^ x '^ — ^, wenn fi nicht 

eine ganze gerade Zahl ist, in-wdehem Falle x ganr willkühiüch bleibt 
Wir baben alro im Ctenzev vier CSleiöbnngen gefnnden, welebe An 
Cosinus oder Sinus eines vielfachen Bogens kennen lehren. Von diesen 
haben die erste und letzte die Eigenschaft mit einander gemein, dafs sie 
bei geraden |» Cur jedes t gelten, und die nweite and dritte sind darin dn- 
anderibnlieb, da&fiiriuigerade in ihnen ^bdiebigb Slrile»«^ 
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die Gleichungea nach diesen Eigeoschaften zvsanmeni so babea wir in 
ümen folgende Gmppes 

1) FSr jedes x, wenn n gerade ist, an&erdem £är x'^-^^t 

2) Für jedes x, wenn ungerade ist, au&erdem für ^ p> a: p^-^ j: 
1 1.8.5 ^ 1. S.S. 4. 6 ) 

cos (IX \ 

L 1-2 ■ 1.2.5.4 J) 



Von diesen Fonneln lassen sich safalfieidie Aiiweiii«nge& mieliea, 
man sie unter versehiedenen Gesiehtsponkten betraehtet. Namentlich wol- 
len wir die beiden Fälle näher untersuchen, ob eiue ganze Zahl ist, 
oder nicht, von denen jeder zu neuen nnd eigenthümlicben Resultaten fuhrt. 

§. 63. 

Spnndiioiiog dtv aßfimdcnfln vior Htnptfiiniifltii. 

Ist ft eine ganze positive Zahl yn, so geben die Gleichungen (15), 
U^)» (17), (18) in die folgenden über: 
1) Für ein gerades m: 

cotmx • 



1.2 ^ 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 ' 



(1) 



...+(-1)^ i.2.5...s» ''^ 



Ä ew j: I -- ji«jr — — - — - — —-sm^X'*' — - — - — - — r — — — #WL ^ , 

IJL 1.2.5 1.2.5.4.6 Wg^. 

, "+1 «(»t«-^ (w«— st— 2*) ,^.»^^^1 
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^ 2) Fär ein ungerades 



9W HUP 



1 1.2.5 '"T 1,2.3.4.5 

• • • + ( 1) ^ • — ^ M L 9 ' 



• • •■ 



»(») 



r („«_!*) (TO* _ 3*) 

= CM jr I 1 — - — sui'x -i : — -^—^ — r • ita*x — . , 



(*) 



Man kann hieraas leicht andere Gleichungen ableiten, in welchen die Rei- 
hen rechts, statt nach den Potenzen yon jjn^r, nach denen von cobx 

fortgehen. Man braucht nämlich blos - — x an die fiteUe von x zu 
setaen md sn hemeikea, dals 9im^ — x^zseoix, ferner fiir ein ge- 
rades m CO« a» Q — = cos^ n cos mx = ( — 1)^ cos mx, 
--^opj =s— cot-« «tn^iR« SS 1)3 Amx, imd IBr 

ein ungerades m sinml^ — x\ =: sinm- cos mx = ( — 1) ^ cos mx, 

eof » ssinni^ Jtufluf s=3 (— 1}~ im nur ist. Hiemach 

eigeben sich folgende Relationen: 
1) Für ein gerades m; 

m 

( — i)"^ cosmx 

1«9 ' 1.2.S.4 l.S.g.4.5.6 >W 



+ (_ 1)^ , »t*(i»»— 2«) . . . (m» —iii^a ) 

1.2.3...IK 



. ijin^uo L/y Google., 
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(—1)* . sinmx 
m B,(CT«-ä«) .„._ . m(i«*— a»)(m«-4') „:,_ . , 

TäTs-*" '+ 1.S.3.4.Ö (6) 



2) Für ein niigerades «; 

(— 1)"^ CM« 

= T TTTT- + ^ ' [(7) 



(8) 



|_ 1.2 ' 1.2.3.4 j 

...+(-1)^ 1.9. 5. 'J 

Diese Gleichungen lassen sich noch so transformiren , dafs je zwei der- 
selben, nämlich (5) und (7), (6) und (8), auf eine gemeinscbafUicbe Foim 
kooimen. % 

1. Beachtet man, dab In (&) die linke Seite dea Gleichheitneiehena 
eotmx und daa letzte Glied der Reihe reehta den gleichen Coeliizieiiten 

( — 1)^ haben, so liegt der- Gedanke aehr nahe, beiderseits mit diesem 

Coeffizienten zu multipliziren , wodurch beide Gröfsen positiv werden, 
und darauf die Reihe rechts in umgekehrter Ordnung zu achreiben. Man 
hat dann: 



»•(m2-2«)...(»i»-jn-2 ) - Jii«(»t«_2«)... »i_4 ) ^ . 
1.2.5...ffi i.2.3...(m — 2) 



— . — 'z — "ji : .V cos X • • • 

i . 2 . 3 . . . (TW — 4) 

wobei die Reihe so weit fortgesetzt wird, bis man auf das Glied :j: 1 

stölirt. Bezeichnet man die Coeffizienten der Reihe mit A^, A^^^^ 

^»-4 etc. , so iat 
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cosmx • r / V 



ani für jedes piaaib positive p: 



1.2.3... (m — 2/0 

Hau hat aber 



M* SS 2 . m . ^ 



«« - 2* = (« + 2) (« - 2) = 2* (I + - 
. - 4%c= (« + 4) (si-4) = 2« g + 2) g - 2) 

m« — « — 2/» — 4* = (2ot — 2|?— 4) (2;>+4) = 2« (m— /> —2) (/?+2) 

— »—2^ — 2* = (2m — 2p— 2} (2/1+2) » 2*(«i— /i— 4) Cp+1) 
Durch Sobstitatioii dieser Werdie wird 

^(„_^lX«_p_2)...g+lj^g-l)...(;,4.2)(;,+l) ^^f(") 

^ 1 . 2 . 3 . . . (m — 2/1) ) 

imd hier haben wir im Zähler die Reahenfolge der n^uclichen Zahlen voa 
p-{-i bisifi~-p — 1. Setzen wir noch im ZSihle^md Nenner die Fak- 

toreareihe i . 2 . 3 . . . zu , so entsteht im Zähler die Aeihe 1.2.3 
• • . {m — p — 1), folglich 

_ (m-^p^i) (m— 'ji— 2) ... 8.2.1 «Ä-^f-, 
l.».S...{w— 2/?). 1.2.3. ..p 
In der Faktorenfolge des Zahlers kommt aber auch das Produkt 1.2.3 

. . . (w — 2p) vor ; weil nämlich m — 2jp im ^Vilgemeinen zwischen 1 und 
m — p — 1 liegt, so können wir für 1 . 2 . 3 ... (m — p — 1) schreiben: 

1 . 2 . 3 . . . (J» — 2p) (m — 2p'{'i) (m — 2p-\-2) ,,.(m — p — 1) 
Haben wir jetzt im ZäUer und Nenner das IVoduktl .S.S... (» — Sj»)» 
so wird 

^ T= (^-^P — ^) (w— — 2) . . . (CT — 2/> + 1) 

Für p = 0 leidel diese 8chlafsweise eine Ausnahme $ man findet dann aus 
(11) «miittelbar 
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Nimmt man jetzt der Reihe nach p = 0, 1, 2, 3..., so hat mau die 
Warthe von A^, -^-^^ -^«-^ folglich nach (9) 



171 3 

- «t-^ «^'x J. . . . 

«der nadi beiderseitiger Holliplikatioii mittS 

s= (2 c(wx)* — w (2 cosxY^ -j ^ « (2 casz/^ . ^^^^ 

wobei die Reihe, wekhe nur für gerade m gilt, so weil hrtgtatM wird, 
bis man auf das Glied J:2 kommt. 

n. Eine ähnliche Transformation läfst sidl mit der Gleichung (7) 
vornehmen. Schreibt man nämlich die Reihe rechts in nn^gekehrter Ord- 

m— 1 

nnng, nachdem man beiderseils mit *1) ^ multiplizirt hat, so ist iiir 
jedes ungerade ms 

eosmx 

m(w«— 1 . .(fflg— ^Il4^) ^ 
i.2.3...m * i.2.5... (M— 2) * 



, 1«) ... (ffi2 — 7« — 6 ) _ . 



• • • 



1.2.3... {m — 4) 

wobd die Rdhe rechts so wmt forlgesetzt wird, bis man auf das Glied 

mm 

:t Y stolst. Bezeichnet man die Coeffizienten der Reihe mil A^, 
etc., so ist 

=s CO*** — cot"^jr + -^^m«^ eoi^x — . . .| ^ ' 



^»-•^ l.«.5...(m— 2;») V"/ 



woon p eine bfSabjge ganze iUil bedem^l. Um hat nmn aber 
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— « — = — 1) (;; + l) 

Durch diese Substitutionen wird 

' (m--;.-! ) (m-p-.2) . . . . . . (p+2) (p+i) fo«) 

SBer steht im Zähler die Reibe der oatüriicben Zahlen von p -\- ± bis 
JH — p — 1 • setzt man noch im Zähler und Nwifir die Faktorenfolge 
1 ,a.S.*.p zu, fo isi 

i.S.3...(m-^2/).l.S.S...j» "* 

oder, weil 

1 . 2 . 3 . . . (w — /? — 1) 
SS 1 .2.5... (« — 2/») (91 — 2/»-|-i)... («•— 1) 

j SS ^) ^- • («» — g/^ + 1) ^2*-»p-» 

• 1 . 2 . 3 . . . 

Ans (16) findet man nnn für p = 0 den Werth von und aus der vor- 
stehenden Formel für p = 1, 2, 3 etc. die Werthe von ^»—^ 
Durch Substitiilioii derselben in die Qeichuoi; (14) und beideraeilige Miil> 
tipfikation nil 2 wird nun 

2 eatms 

SS (2««#Jt)* — «(2oofjf)*"^ + ^^^«(2cofJp)*"* .^^^^ 

und diese Gleicirang gilt für jedes ungerade wenn 9» Reibe so weil 

vorgesetzt wird, dafs +2 7/i cof ihr letztes Glied bildet. 

Yergleichi man das gewonnene Resultat mit dem in (13) stehenden, 
80 eikennt man sogleich die Gleichheit der Form and man kamt daher Mde 
so sosammenfossen, dalli man sagt: 
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Für jedes beliebige x, aber ganze positive m ist 

— ■ 2.5 ^ ^ + ^ 27374 ^ ^ • —.-^ 

wobei die Reibe so' weit fortgesetzt wird, dafs fihr ein gerades m die 

Zahl 2 und für ein ungerades die Gröfse 2 m cos x ihr letztes Glied wird, 
oder, was das Nämlicbe ist, bis man an die negativen Potenzen von 2coca; 
kommt, welche man ansschliefst. ^ 

in. Die nämlichen Transformationen der Coeffizienten lassen sich 
fast wörtlich auf die Gleichungen (6) und (8) übertragen , so dafs es hin- 
reichend sein wirdy die gemeinsame Form anzofahren, anf welche diej»el* ^ 
ben reduzirt werden' können. Es ist nämlich 

sinmx 

= «II jr|^(2«««)"~* j— (2 eosx)^^ -^-^ ^ (2 ^^') L^gj 



(^_6) («,_6) 

— (2 cos X) 



i.2.3 

wobei die Reihe so weit fortgeführt wird, bis mau auf negative Potenzen 
von 2 cos X kommt, welche ausgeschlossen werden. 

Mit Hnife derBinomialcoeiBzienlen lassen dch ährigens die Gleiehim- 
geu (18) und (19) auch so schreiben: 

* 

2cof nur 

= (2 cos X)* — - (2 CM + — 3)i ö (2 *)'*^* 

— (« — 4)2 * (2cw»«- + (PI — 6)3 ^ (2cor*)«- — 



(20) 



Äjwx [(2cor4P)»-» — («^2)i (2«MJf)"-» + («—3)^(2 Ä>#«y»-*[(21) 

— 4)3 (2cojra:)"*-^-f ...] ) 

Man kann aus den Gleichungen (1) ... (8), (20) und (21) noch Rela- 
tionen ableiten, weTche algebraischer Natur sind. Diefs geschieht ^urch 

die Sohstitution x = V — \^lz^ welche nach den Formeln (5) und (4) in 
§. 46 Folgendes giebt : ,.• • 

ScUöBUdi AnalTd« 1. IG 
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ferner 

«1» sex = ~ I * -m I 

Durch iBese Snbttitnlioneii eriilüt man ans deo Gldehungen (1) , (2) , (5) 
und (4) 



«~ + ^ 



m*(ffl^ — 2*^) (w*^ — 4^) r I 1 



+ 8.4.6.8.10 V V "* J 



i 



S. 4. 6. 8. 10 V *i "'""j 



8.4.0.« V ' * J 

TOD welehm Gleiehangen das mVt Paar b!os für gerade , das zweite hios 

für ungerade m gilt. Ganz analoge Resultate wird man nun auch leicht 

aus den Fomeln (5), (6), (7), (8) und (20), (21) ziehen können. 
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Capitel XIY. 
Reihen für die cyklometrischen Funktionen. 

Rüddblick auf die Fonnela des vorletzten Paragraphen. 

Wir hallen am £ade des §• 52 vier Gleichiingen lemieii gelernt» 
wetehe fiir änderet als ganze pesitiTe |i nnr unter der Bedingang 

•g^x^ — 2 richlig bleiben. Hiese Beschränknng war ans dorch die 

Ableitung derselben auferlegt, indem sie blofe Transformationen von den 
Gleichungen (2) und (3) waren, welche wir mittelst desBinomiallheeremes 
entdeckt hatten. Die Anwendung desselben erforderte lern x als ichten 

Bruch, folglich ^ ^ X ^ — ^ za nehmen. Da das Binondaltfaeorem 

auch für eine der positiven oder negativen Einheit gleiche Veränderliche 
dann noch gilt, wenn man dem Exponenten blos positive Werthe giebt, 
80 folgt hieraus, dals die Gleichungen (2) und (3), mithin auch die Giei» 
ehungen (16), (16), (17), (18) in §. 58 noeh IBr fmirss + l, dso 

x=s±~ nMg bleiben, dab also die Bediogong dar Gtüligfceit darcli 
^ ^ x S — ^ ansgednickt wird. Man kann sieh aber Idcht dorcb fol* 

4 4 

gende Betrachtung tiberzeiigen, dals die letzten vier Formeln auch noch 

fiir 5 ^ « ^ — ^ g«*to»- 

Zuerst bemerkt man leicht mit Hülfe der früher gegebenen Regeln 
zur Bestimmung der Convergenz einer Reihe, dafs die Reihen, welche 
die jedesmalige rechte Seite in den Gleichnngen (15) bis (18) §. 62 ans- 

machen, von x = 0 bis o; =^ convergiren. Hierzu kommt noch Eines. 

Hätte mau in den Gleichungen (2) und (3), oder, was das Nämliche 
ist, in (4) und (5) 2fc für ^ und - f ur o: gesetzt, 89 wtirde man die bei- 
den Gieichongen 

16* 
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= (2 0 eo,^ i X - (2 ««a 1^2 i * 1 » + . . . j 

>f iA fix \ 

erhalten, welche für andere als ganze |i unter der Bedingung ^=2= — 4' 
d. h. ^ = = — richtig sind. Auf diese hätte man^anz die nämU- 

eben Transfimnalionen anwenden können, die wir mit den Gleiehnngen 

(4) und (5) vorgenommen hahen, und würde dadurch zu vier Relationen 
gekommen sein, die den unter (15) his (18) stehenden völlig analog und 
nnr dann von denselben venefaieden gewesen sein würden, dafs 2f& an 

der Stelle von fi und - an der Stelle von or. gestanden hätte, ^un ist 

(1 — COS x)\f und hiernach hätte man alle vorkommenden Potenzen 

Tna äm - nach dem Baio^iialtheorem in Reihen wwandefai kSnnen nnd 

dadnrcii Jene naeh Potenzen yon sni - fortgebenden Reihen in andere 
tranafbnnirl, welehe nach Potenzen von ooaor fortsehreiten, und die nun, 

wie die früheren, von ;r = — - his ;r = -j- ~ richtig wären. Man hat 

aber auch cos a: = (1 — sin^ ä)*, folglich cos^a = (1 — sin^ xy^ und 
durch Entwickelnng dieser Potenzen in den einzehien Gliedern wurde man 
jene nach Potenzen ron cos x forjtgebenden Reiben wieder in andere naeh 

Potenzen von sin x fortschreitende verwandeln , hätte also Gleichungen 
von folgender Form bekommen: 

eof fur s= ji^ — ji^ tm^x -4" «^4 •öi** • • • 
ebenso für sm^ix entsprechend den vier Formehi (15) bis (IB) m §. 52. 
Diese neuen Reihen würden auch convergiren, weil sie blose Transforma- 
tionen der Gleichungen (1) und (2) wären und weil diese Transformatiouen 
mit Anwendung des Binomiaitheoremes in den Gleichungen 
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= (1 — siii^ xf- 

geschehen, welches hier richtig hleibt, da die Exponenten positlir sind und 
die Gröfsen cot x nnd x die Einheit nicht übersteigen. 

Von welchen Formen aber die Coeffizienteu in den neuen von 
X = — - bis x=^-{- - convergirenden Rdhen sein würden, ist kicht 

vorauszusehen. Wir hätten z. B. für ^ ^ o: 5^ — ~ 

2 — - 2 

eo» jur :=s ^0 — ^2 + «3i** — . . . 

« 

nnd nach Formel (17) %. b2 für ^> x t^-^^ 



folglich für 7=0;^ — - 
4 4 

— ^2 -|- sin^x — • . . . 

1.2 ' 1.2.3.4 

nnd hieraus folgt, weil i>eide Reihen iiir das genannte Intervall convergi- 
ren, nach §• 26 

^0^1, , — 1.2.3,4"' 

und ebenso würde sich bei den anderen Reihen die Gleichheit der darin 
voriLommenden Coeflhaenten herausstellen. 

Wir würden also bei Ausführung der angedeuteten Rechnungsopera- 
tionen der Form nach keine neuen Resultate erhalten; aber wir erfahren 
dadnrch, dals die Gleichungen (16), (16)9 (17) und (18) in §.62 von 

a; = - bis x=s^- richtig bleiben , weil die neuen für diefs Intervall 

gelten d en Retoltate von jenen Gleichungen formell nicht verschieden sind. 



Wir kennen denmach die Ungleichnng ~^'x^. — ^ ab die erwei- 

terte Bedingung für die Gnitig^t der Gleichungen (15), (16), (17) und. 
tiB) in §. 52 auIrtelM. 
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Db cyklometrischai BeOm. 

IKe Rdhen (i5) bis (18) in §. 52 sind in ihrer erweiterten CSestall 

Quelle der merkwürdigsten Relationen. Man gelangt zu diesen da- 
durch, dafs man das beliebige bis zur Gränze Null abnehmen läfst, nach* 
dem man die Gleichungen selbst ein wenig transformirt hat. 

. I. Wir »eben Jieide Seiten der Gleiobmig (15) von der Einheit ah 
und dividiren darauf mit f&'; es ist dann 

i — cos fix 



(i) 



S 8.S • 4 *■ S.S. 4. 6 * d 

1 1 1 \* 

Für i — cosfiX läTst sich aber 2 sin^ - (nx oder ^ 1 2 ^ft - fu: I ' se- 
tzen, wodurch die linke Seile unserer Gleichung die Form 



s * 



annimmt. Gehen wir jetzt beiderseits in (l) zur GrHnze ffir abnehmende 

fi über und bemerken, dafs man links 

sm - ftx \ ' - 

-r— I 

hat, 80 eigiebt sich jetzt das interessante Hesdtat: 

1 , sin^x , 2 sm^x , 2.4 sm^x , . . 

54P«=-- + -.— + — .^+... (») 



gültig von a; = — s '''^ ^ ^ + ö' 

2. ,'f 2 

4-4 • - • 

IKe vorstehende Gldefanng lehrt nns die Aufgabe losen : aus einem 

gegebenen Sinus den zugehörigen Bogen zu finden ; sie giebt uns diesen 
Bogen nicht unmittelbar, sondern sein halbes Quadrat, so dafs also am 
Ende noch eine Wurzefaiusziehung nöthig ist. Da die Gleichung selbst nur 

für das Intervall j;s=:~-^ bisx = -|~^ richtig ist » so giebt sie uns 

2 2 

den kleinsten der zu einem gegebenen Sinus gchoreuueu Bögen; setzen 



\ 
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1 1 

wiralsoniiarss; so folgt :r = ^cstiis tind - z=: ^{Arcsinz)*^ 

SB 2 

1 

wofür wir keqaaaer - Are* <•» % sefaffeiiMn woUen; mithiii iai 

5^»«lt«c=: - + -.- + —.-+... (3) 

giilt% von «s-— I Im zs-f-l^ 
r^inml nuüi 1, so orhMlt man 

r-2 + 3 i + 3T6 6 + -' W 
eine Gleichung, die wegen ihrer Form merkwiirdi|^9 zur BerechniiDg TOf 
s aber nicht Jmnchbar iat, weU aie zn lingsam conveigirt« 

II. Dividirt man Leide Tbeile der Gleichung (16) in §. 52 mit 
so ist 

sm IIS 



=s smx cos X 



L. 2.9 ' S.S. 4. 5 J 

Geht man hier zur Gränze für abnehmende über, so ergiebt sich auf der 

SteUefir ^>;p>^^ 

2 - = 2 

1 -J- - -\' - — - sm^ X -f- . . . I 

IKeseo Reraltal fiUat aieh noch in dne andere Forai brii^|;en, wenn man 

die Gleichungen ^ 

tan X 1 



V^l + V^l+to»»« 

anwendet $ es eividit sieh dann 

• . * • ■ 

oder durch Mnltiplikation mit to» x 

_ ftw«jf . 2 r teit*jr \* 2.4/^ tot*jr y - ((5) 
"~l4-toÄ«j: ""S Vl + toÄ^xJ "^3.5 Vi teil**/ "•"•") 

Diese Gleiehnng dient fnr das Intervall' x ^ bis « -|- ^ w I^S- 
smig der Anfgabe; den UainSIeD aller--zn einer ipegabenen Taq^Mile g9- 
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hörigen Bögen enfisnfinden. FBr tanz &= z, also x = Arctan z, bat 

maa noch 

y z Arctan z \ 

- ^' -L 2 ( '* Y 4, Lir_f!_V 4. ! w 

gSltigtlrz = — oo bis 2=:-f*<'^- 

Für z = 1 erhält num durch Multiplikation mit 2 leicht die Gleichung 



in weteher aber die Reihe nichl rasch genn^ 6onTei||firt| nni snr Borodh 
nung von « benutzt werden zn können. 

Verwandeil mau nach dem Biuomiallheorem die einzeloen in (6) vor- 
kommenden Potenzen 

(i+**rS (!+*•)-*, (i + u. s.i, 

in Reihen, was nur Br t^-^ i gesohehen kann, ond ordnet 

Alles nach Potenzen von z^ so erhält man ein Resultat von der Form 
z Arctan z =. A^z^ — A^z^ -j- A^x^ — ... 

oder 

Arctan « =: A^z ~* A^z^ A^n^ — ... 
worin ^Ij^ A^^ Af^ etc. gewisse eonstante GoefBzienten bedeuleD. IKe 
Werthe derselben sind uns aber schon bekannt, wdl wir Iküher aehon in 

Formel (5) §.51 gefimden halten 

i 1 

I . Aretan z ssi z — + - — ... f 8) 

Man kann zu dieser Reihe auch noch auf anderem Wege gelangen. 

Setzt man nämlich in Formel (3) §. 52 für (i^, fc,, {i^ etc. ihre 
Werthe und dividirt beiderseits mit fi, so ist für tan und auch noch 
für Um dp SS 1 , wenn f» immer poritiv bleibt, 

sin iix 

L 1.2.3 

» - 1) » - 2) » - 5) ^, ^ _ 1 

' 1.3.5.4.5 J 

Lafst man hier ^ bis zpur Gtünse Noll . abnehmen, so ist 

' , • Lim =*f ^ ohApä 1 . • 
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folglich ^ 

jr sss AMjr — ^ ian^x -I- ^ Um^x — ... 

und diese Reihe ist dieselbe wie die in (8) stehende , was man sogleich er- 
kennt, wenn man tan x^z setzt, woraus xz=.Arctanz folgt. 

Hat man so einer Tangente z ^ i den Bogen za bestiouMO, so kann 
man mit Hülfe der Gleiehuig 

jiratm z + Aretam - ss ^ 

die Au%abe lösen. £s folgt nämlich 

^ « 1 

Arctm jjf = - Arctan - 

und da der Voraussetsong nach 2 i ist, so ist - i< 1 , mithin die For- 

mel (8) anwendbar, .wann man in.ihr ^&x% aahreibt Alan bat also auch 



(») 



Da Atceo^z 4- Arctan 2 = ^ ^ man in jedem Falle ./IrccoCs 

durch die Reihe fSr ^ctoJtz berechnen. 

Für 2=1 rcduziren sich die GleichuugeQ (8) und (9) auf die schon 
unter (17) in §.51 gefundene Gleichung 

die aber wegen der aufserordentlich langsamen Convergeuz der Reihe zur 
Berechnung von » nicht zu brauch«^ ist. - - ; ^iM-ns^ö 

Man kann die Convergens der Reihe dnreh folgeiMle Umformung jej^ 
was erhöhen. ^Es ist offenbar ^ ' 

i-(-l)+(H)H-G-Ä)+ 

uud auch 
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5.5 7.9 Ii . 13 

und dnrck Division beider Gleiehiingeii mit 2 

J-J- JL4.-JL 

n i i 1 1 



• • • 



8 S 3.6 7.9 11.15 
und durch Addition 

4 «T^SVi 6j^7U V^llV» 
^ * I 4 , 4 , 4 , 
«■"5.1.6"'7.5.9'~11.9.15"''"* 



oder 



U S + rriT6 + 67779 + 9.11.13+ ^^^^ 



und diese Reihe eonvergirt bedeutend stärker, als die orsprüngliche (10). 

Yorthdlhafter für die Berechnung von n ist folgender Kunstgriflf. 
Für xy hat man 

+ s -4- V 
AreUmy ss Ar^m r — 
1 — xy 

Könnte man nun für x und y zwei ächte Brüche der Art finden, dafs 
' — = 1 , also ArcUxA x + ArcUm y = Arctan 1 = r wäre, so 
liefsen sich nach Formel (8) Aretan x und ^ctoa» y in Reihen verwas- 
defai und man erhielte ^ als die Swnme zweier Reihen*. Die angedeutete 
Idee läfst sich aber leicht ausfuhren; man braucht nur die unbestimmte 
Gleichung ' ^^^ == ^ au&ulosen, etwa nach 4/, ao erhält man y s 

T-r— und hier kann man für x jeden bdMigen ächten Bruck aet^^ 
1 ■ I X 

1 

es wird dann « Von selbst ein ächter Bruch. Fur.xs- ^oASäl man 
z. B. y SS fo%lich 

• 1 ' 1 « 
; Aretan - 4- Arelm r = t 
2 ' 5 4 
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ttiut nuthin Back (8) 

i 1.1 1 

,1 1 1 .1 1 

woraus sich n sehr leicht herecbnen läfst. Man findet 

7C = 3,1415926535 ... 

III. Aus Foimel (17) in §. 58 erhäU man darch Mderteitige Divi- 
sion mit fi 

sin fix 

finx _ ^»--1* sin^x , (ft^ — i») (f**— 3») sm^x ^ 

1 1*2 * S ' 1.2.3.4 * 6 

Lüfsl man hier fi bis mir Grtnse Noll abnehmen, so erglebl aieh f3r 

2= = 2 

sinx , 1 sin^x , 1.3 sin^x . .... 

eine Fonnel, welche den kleinsten der zn einem gegebenen Sinns gehS- 
lenden Bögen finden lehrt. Für sinx = z wird 

+ — 1. 

Vemllge der Gleiehnng Jrccas % 4* ^cd» zssz^ kann man Uenas 
anch Arccos z berechnen. 

i i 

Man findet noch aus (13) für z s 1 , z = ^ ^ 2 
jr^l.l 1,1. S 1, 

2 i'*"2 • a'^STS • 5 + ' • 

4 — i7lL*'*"5 • 372 + 274 • 5725 + - J 
6 ~~ 2^2 • 3.2» ^2.4 • 6.2»^*"* 

Man könnte endUch das bisherige Verfahren auch auf die Gleichung (LS) 
in §. 52 anwenden. Nach beiderseitiger Division mit eos eihielle man 

durch Ühergang zur Grunze für abnehmende f» 

— ^ = 4 + ^ + sml^M + . . . 
CO» « '2 '2.4 ' 
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Diefs ist abqr iiichls wesentlich Neues. Verwandelt mau nämlicb in der 
Gleichung 

£e Potenz (1 — ^m'x)"' ^ nach dem Binomialtheorem in eine Aeihe, so 
erhält man das Nämliche. 

Wir haben nun hat aUe nns obliegenden Angaben fiber die goniome- 
triseben nnd cyklom^lrisehen Funktionen gelSst, da wir sowohl wn emem 

Bogen die goiiiometriscben Funktionen, als umgekehrt zu diesen die zuge» 
hörigen Bögen zu finden wissen. £s giebt aber noch eine Anzahl ander- 
wd^ger Rielationen» niil wdchen wir uns niin beschäftigen wollen. 



Capitel XV. 

Die gomometrischen Funktionell unter der Fonn 

von Produkten. 

§• 66. 

Prodakte fiir den Sinns nnd Gosinns eines vielfachen Bogens. 

Wir haben in §. 16 eine Eigenschaft der algebraischen Funktionen 
kennen gelernt, die so lanlet: wenn Zi, z^, ... 2« gewisse ii eooatante 

Gröfsen bezeichnen , welche die Eigenschaft besitzen, dafs jede derselben 

für z in die algebraische ganze rationale Funktion 

/W — «0 + «1 * + «a + • • • + (*) 
substitoirt, diese anf Nnll rednzirt, also f(z^) = f{2^) =s . . . sss 0 ist, 

so mufs 

M = a.(Ä — ;5j)(ir-- — (2) 

sein. 

, I. Vergleichen ,wir ait diesem Satse die unter (i) in §• 6S ste- 
hende Relation, so fibersiebt man gleich, dafs hier cot «x ducsh em Piro- 

dukt ausdrückbar sein müsse; denn die auf der rechten Seile stehende 
Aeihe ist eine algebraische, rationale ganze Funktion von sinx; setzen 
wir dieses ssz^ so findet der obige Satz sogleich seine Anwendung. Hier 
ist zunächst für »sm 
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a f if »«(»«—»»)(»■*— 4») .. . (««-«— a ) 

Vir haben aber sehon ans der Formel (11) für p =: 0 eikannl« dafs 

m 

«, = (—1)7 9— 

St. Könnten wir noch die speziellen Werthe z^^z^y ... z^ finden, 
»der, weil z=:smx ist, m Werthe von x der Art angeben, dafs die 
jrröfsen sinx^, sin x^, siax^ die rechte Seite der Gieichiiog (1) 
mf Null reduzirtea, so wHre dann nach (S) 



m 



Um aber diejenigen Werthe von x zu entdecken, für welche sich die 
rechte Seite der Gleichung (1) in §.55 annuilirt, brauchen wir blos zu 
firagcn , für welche Werlbe von x die auf der linken Seite stehende Funk- 
tion s=s O wird. Diese Werthe sind aber 



I 7C . Sit j b 7t I 771 i ft 

+2^' +2^;' +2^' +"Tir" 



7t Sn 6 « m — 1 n 

""iS' ü' ""im* 8m 
und die Anzahl der hier angegebenen betrügt auch m, wie man leicht be- 
merken wird. Selzen wir diese Gröfsen der Reihe nach fiir ^r^^ x^, ; • . 
x^, so ist jetzt nach (5) 

eotmx 



und diefs gOt fiir jedes gerade fli. Nimmt man immer je zwei über ein- 
ander stehende Faktoren zusammen, so ist 

COM mx 



wo' nun die Anzahl der Parenthesen rechts — beträgt. Yertheilt ^man auf 



diese die negativen Einheilen, so wird jeder der Faktoren negativ und 
es ist 
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Da dieb fSr jedes beliebige gilt, so könneD vir auch x = o setze 
woraus folgt 

1 « « ,1«« ^ |f . . . sm^ «Eii 

cke sebr bemerkenswertbe ReUtion. 

Dividiren wir mit dieser Gleichung i^ die vorhergeheode, so eitt 
ten wir 

eas mx 

_/',_J^Ü\A_Jf^Y Y< Air 



wobei reebts die Aazabl der Faktom ^ betrilgt nnd m eine gerade Za( 
sein muls* 

n. Abnliebe Betrachtoogen lassen sieb aneb anf die Gleichung (S) 
in §, 53 anwenden. Schreibt mau dieselbe in folgender Form: 

sm mx 
sinxeoss 

m m {iTi^ — 2*) . ^ , 

so bat man reebts eine algebraische , rationale und ganze Funktion voc 
sinXy welche sich, da sie vom Grade m — 2 ist, in an — 2 Faktoren (b 
ersten Grades zerlegen lassen muls, so dafs 

9m mx 
smx eosx 

, IM (m*— 2*) . . . "SHi*) , . 

1.2.3... («i-iT" (^'-««'i)- 

ist zaersi zn bemeiken, dafs 

i. 2.3... (m— 1) "~ * 
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Btf wovon man sich leicht überzeugen kann, wenn man die Gröfsen 
— S«, m*— 4«, m*— «T^^ in Faktoren seriegt. Ferner 

nur 

^Utl X cosx 

SS (— 1)"^ . «•-» (jw « — «ai Xj) («äi * — Jöl . . . (*Ä * — <öi 

Bs sind nun noch die Werthe x^, x^^ ... ar,„_, zu liestimiien, lÖr 
welche die rechte Seite in (5) sich annuUirt, für welche also auch 
sin mx = O sein mnls. Ans der letzten Bemerkung findet man dieselben 
ab die folgenden: 

2^' ' 2m' ' 2m' 2m 



4» 6n m — 2« 

im' 2w' * 8w 

BCtldn ist jetzt 

süi mx 



sin X cos X 



wobei rechts m — 2 Faktoren vorhanden sind. Vereinigt man je zwei, 
so wird 



$mx eoix 



WO hlos noch ^ ^ Faktoren in Parenthesen vorhanden sind. Vcrthcilt 

m—2 

man' die in f- 1) ^ enthaltenen negativen Einheiten auf diesel- 
ben, so ist 

sin mx 

t 

sin X cos X 
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Läfst man hier x bis zur Gränze Null abnehmen und bemerkt, dafs 



Lim — ; — = Lm • — = m 

smx X smx 



ist, 80 



^ 2m 2m 2m 



Dividirt mm nil dieser Gieiehimg in die yoriiergehende, so eildilt man 

sin mx 



m sm X cos x 



oder 



sin mx 
cos X 



1 ^ \ / 1 7- \.../ 1 \ 



eine Gleicliiuigy welche der in (4) stehenden analog ist, nur in^ gerade 

jji — 2 

»t gilt und rechts — - — eingeidammerte Faktoren enthält. 

III. Dividirt man beide Seiten der Gleichung (3) in §. 53 mit sinx, 
wobei rechts eine algebraische Funktion des Grades m — 1 übrig bleibt, 
und bemerkt, dafs bei ungeraden m die Funktion smmx sich für. die 
w— iWerthe 

*2^* *2^' -2^' ^ 2m 

annullirt, so erhält man unter Anwendung des nämlichen Verfahrens leicht 
die folgende Relation: 

smmx \ 

Ttl — 1 

welche nur für ungerade m gilt und rechts — - — Faktoren des zweiten 
Grades enthält» 
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Ebenso iddit findel man ans der Gieichong (4) in §. 63 für unge- 
rade fHS 

cosmx 



cos X 




(a) 



■=(-^)(-2E)-e- 

wobei rechts — — Faktoren des zwdten Grades stehen. 

Nach den vier Fonneln (4), (6), (7), (8) ist es also immer mögiich, 
sl» mx und cosmx ^ jedes ganze m in Faktoren zn zerlegen* Eine in- 
teressante Anvenduig dieses Satzes ist die folgende. , \ 

§. 67- 

Unendlid» Frodakto fSr dea ffimt md Gonm» ciiMS beliflUgeii Bofeat. 

Da die GleichuDgen (4)» (6)} (7)» (8) des vorigen. Paragraphen fiir 

jeden Werth des Bogens x gellen, so kann man in ihnen auch ^ an die 

Stelle von x setzen, wodoreh sie folgende Form annelment 
1) Für ein gerades m; 



cot« , 



wobei rechts ~ Faktoren des zweiten Grades stehen $ 



sm X 
X 

eos 



mit — TT — Faktoren des zweiten Grades; 
S 

9) f8r ein ungerades mt 



(3) 
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mit , Faktoreo, und 



cos X 




ß(-^ ( 



1 =^ 



(4 



//i 



mil ? Faktoren. 
2 



>« IL. 



Diese vier Formeln geben cos x und dn x mit H81fe einer ganz« 
Zahl fn, die aber beliebig isl und die Anzahl der Faktoren bestimmt. 

Da nun die Formeln selbst gelten , wie grofs auch das m sein möge, 
so können wir dasselbe anch ins Unendliche wacbseiv lassen, und werden 
80 cos X und sin x darek nnendliche Produkte darsteUen, weil die Anzahl 
der Faktoren in jedem Falle mit m ins Unendliche wächst. Wir hab« 
nun noch die Gränzen zu bestumneQy welche bei unendlich wachsendeai 
eintreten. « 

In der ersten Gleichung ändert sich Mnks nichts , weil dort gar \» 
m vorkommt. Die Faktoren Teehts sind alle von der Form 



1 — 



SUl^ 



Sin 

wenn wir unter p eine ungerade Zahl verstehen. Wir haben hier ^ 



sui 

Lim. 

sm 



2m \ 2my 



SO bestimmen. Es ist aber 
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sin— ^ sin- 
nt 2 j: m 



, Vit pn X . pn 
sin — sui ~- 

2m m 2m 



pn 
2m 

folfflich, weif für wachsende m — und ^— sich der Null nähern und 

sind . ^ 
Lim —j— = 1 ist, 
o 



Lim 



stn — 

m 2 



pn pn 
sin - — 
2m 

und 

X 

m 4Jr* 



sin^ 



Lim 



^pn p^TC*' 



sin 

2m 



Wir erhalten also aüs (1) unter Anwendung dieses Resultats für p =: 
1, 3, 5 etc. 



cos X 



= (- S) (- ,^.) (' - rft) ■ « 



und hier ist die Anzahl der Faktoren unbegränzt, weil die Anzahl — der 
Faktoren in (1) mit m über alle Gränze hinaus wächst. 

Lassen wir ebenso in der Gleichung (2) die beliebige gerade Zahl m 

ins Unendliche wachsen, so haben wir links Lim cos — = cos 0 = 1, 

m 

und rechts 



Lim l m sin — | = Lim 




und für ein gerades p ähnlich wie oben 

X 

sin^ - 

m kx^ 

Lm - — = --— ä 

2m 



17* 
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Bringen wir diefs für p =c 2 , 4 , 6 etc. in ADwendaiig , so eigiebi sich 
ans der Gleichung (2) die folgende: 



oder 



■ 

mx^x ^l - j^) (l - 5=1) (l - ^) ... (7) 

und hier ist die Anzahl der Faktoren wieder unbegränzt. 

Das nändiche Verfiihren ISfst sich anch auf die Gleichungen '(3i) und 

(4) anwenden, liefert aber hier nichts Anderes als die Formeln (6) und 

(5) selbst wieder. Wir hätten uns sogar die Ableitung von Formel (5) 
ersparen können, weil dieselbe nur eine Folgerung aus (6) ist. Man bat 

die Gleichung 2 sin^ cos ^ = siux und hieraus folgt 

* ^ 2 sin X 

i TIT 

tm - 

Setit man lucr für stear seinen Werth ans (7) und dann 

- Ä) 0 - A) -ei) • • • W 

X 

was -nan ans (6) erhält, wenn man - für substituirt, so findet man 
5 = 0-.-i)0-Ä)G-Ä)-- 

und diefs ist in der That kein von (5) wesentlich verschiedenes Resultat} 
)nan hat nur 2x für « zn setzen, um dasselbe mit (5) identisch zu machen. 

Will man statt Faktoren des zweiten Grades lieber andere ^es ersten 
Grades, so kann man auch schreiben 

='(-£)('+s)(-s)('+ä('-£)('+ö-'""' 



eos 



eass 



-(-H)('+H)(-E)('+F3(-£)('+M) f' 



oder 
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=i('-s)('+s)('-6)('+B)('-s)('+4)-'"' 

s 

= ('-ä)('+ä)(-s)('+B)('-s)('+B) -P 

Die Formeln (iO) und (12) können zur Auffindung von uneBdlichen 
Prodokfteo für die Ludolphische Zahl benutzt werden» wenn man ;r so 

nimmt, dafs sin x oder sin *- algebraisch ausgedrückt werden kann. So 
erfim man x« B. tot (12) für = » 

JP133557 

mitbin 

« _ 13 3 55779 
2S4466B8 

«Bd. 

«_2244668a 



(»♦) 



(16) 



Ebern« iMcbt onebt sieb au. (IS) fiir « =: - 

X i 4 4 8 8 12 12 16 16 



• • • 



(16) 



4 S 5 7 0 ii i3 15 17 

Es mag noch bemeriLt werden, dab es mit Hülfe der Gleiehnng (5) 

in §. 24 sehr leicht ist, dergleichen unendliche Produkte in unendlichen 
Reiben zu. verwandeln. Dafs diese convergiren müssen, versteht sieb 
ganz TOD selbst. So erfaäli man z. B. ans der Gleicbuog (14) Folgendes: 
a_ l,l 1__1 l^.i 1.3.3 1 1.3.3.5 

,1 1.3.5.5.5 1 1.3.5.5.5.7 , 
6 ' 2.2.4.4.6~"8 * 2. 2. 4. 4. öTö 

— •• 

oder 
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ebenso ans (16) 

"■5*1. 3. 3. 5 71. 3. 3. 5. 5'**' 

-+0-9+0-1) (Ö'+H)(lil)+- 

oder " 

, Diese Reihen für - and - zeigen gani die nSinUchea G^geneSlze, 

wie die Produkte, ans denen sie enlstanden sind. Jede Reibe ist das 
Urngdulirle der anderon,, nQd diefs spricht sieh anch in der Bildnnf^ ihrer 
einzelnen Glieder aas. - 

Da man aus Sinus und Cosinus alle übrigen goniometrischen Funktio- 
nen ableiten Juinn, so lassen sich dieselben nun auch mit Hülfe von (10) 
und (il) in nnendKehe Pindnloe ▼erwaedeln. 



Capitel XVI. 

.Verschiedene Relationen für goniometrische 

... Funktionen. 

Die BemoollPtcbaa ZaMen. 

Dividirt man beide Seilen der Gleichung (7) im vorigen Paragraphen 
mit X ind nininit dann beiderseits die natürlichen Logarithmen , welche 
lütter der Voranssetsang x^n riimmtlich reell ausfallen, so wird 

Verwanddt man hier alle Logarithmen nach der Formel 



. « . 



M 
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in Reihen, iniitSB^J^^^nmmA unk » MeeeMkt -ß-. ~ ete. 
setzt, so ergiebt sich - ; . 



« • • 



2*»« 2*2*35* 5*20^6 
1 X* 1 X« 



oder, wenn inap diese Aeihen in vertikaler Richtung zusaminennimnitt 

. . . • \ ✓ I 4 

""2 i* Vi^ + 2*+5*+ * J 
lx«/l i,l, \ 

Bezeichnen wir die Summen der eingeklammerten convergentenKeihen milk 
S^, S^y S^, . . so dafs überhaupt für ein positives ganzes ai 

ist^ so haben wir 

Man kann aber / 1 — ^ j ^uch noch auf andere Weise in eine conver- 
gcnte Reihe yerwandifibi. Es isl nämlich 

sin j I ^* \ 

IT ^ sTTäV. rr6'^4.6.6.7'*"'7 

und zugleich furo: <^ 1 und positiv, folglich 
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isO"^ 4^5 + 47^677 



2 

initbia 



= ~ ^» (* ~ ^ + iTSTT. T )j 

und durch VerwandluDg in eine Reihe 

^_z!_ri_^!_4_ ^ 

^. «.5V .4.5^4.5.6.7 

""21,2:3; ""4.6"T'4.5.6.7 J 
'^sAä73j V*"" 4^.5 + 4.5. 6.7"^"7 

FShit man die angedeoleten Erfaebungen auf Potenzen wirklich au 

und ordnet Alles nach Potenzen von Xy so findet man 

. <¥) 



5*i.2.5.4'S0 5*1.2.5.4.5.6*42 

Hier kommen gewisse rationale Brüche 

1 J_ J_ 
6' 5Ö' 42' 

in den Coeflizienten vor, deren Gesetz man nicht aogleich Versieht. Mbb 
nennt diese Zahlen, deren Bildungsgesetz wir später einsehen werden, die 
BernouUi'schen Zahlen und hezeichnet sie mit B^^ B^, B^, • . 
50 dafil 



1.2 2*1.2.3.4 3 ' 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 

ist. Ver^eiGhen wir in (2) und (5) die Coeffizienten gleicher Potenzen 
von sb ' Inden wir 



*) Manche beseidinen sie mit Bif , B, etc. JDm obige Wat/t iat aber "wg/n 
der Ühnlifihen SekamteiwoeffiaentaB 
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«5 •""1.2* n;* *""l.2.3.4' •""1.2.3.4.5.6* 
folglich 

^•-iTä'' ' *^*r- 572:3:4" ' ^«-1.2.3.4.6.6* ' 
iiberiiaapt 

1.2. 3... (2«) 

d. i. nach Formel (1) 

4.1» -t- 2*« f 3*" 1.2.3... (2»)* ^ ' 

Diese Gleichnog zeigt einerseits, dafs lüe Sonune der reziproken geraden 
Potenzen aller natSrlichen Zahlen gleich ist einer Potenz von der Ladolphi- 

sehen Zahl, multiplizirt mit einem gewissen rationalen Brache ; anderer- 
seits könnte man sie zur Berechnung ^tr Bernoulli'ßchea Zahl brauchen. 
Dieis Letztere wäre jedoch, sehr unbequem; vir werden spater eine leich- 
tere Methode 'kennen lernen. 

Dividirt man beiderseits in (4) mit 8**, so kommt: 

5i8-1-4.•-^ß.n-t- 2. 1.2.3...(2/i)* W 

ziehl man diels Ton (4) ab, so findet sich leicht 

rWTg.« + 5.i, + 8. 1. s.S. ..(3«)' 

wodurch auch die Summen der reziproken geraden Potenzen der succes- 
siyen aogeraden Zahlen gefunden werden können $ z. B fitr n = 1, weil 



-+-+-+-+... 



59. 

iarnghaSun Knonw in die «neadUcfaeii Frodnkte &x den Sinnt nnd Gotinni. 

Die Gleichungen (5) und (7) des §. 57 können als blose Transforma- 

lionen der Formeln 1 



*"'l.2 + 1.2.3.4""' * 
1 1.8.3 ■1.8.3.4.5 * 



< 
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aogeiebeii werleii« In der Tbtl würie mm aneh dsrcb wirUiebe Ans- 

fShrong der dort angedeuteten Multiplikationen bei Anwendung des niune- 
lischen Werthes von a finden : 

smx SS X — 0,1666 . . . ar> + 0,00853 . . . x* — ... 

wis TOD dem Obigen niehl Tersehieden ist. 

Die vorstehenden Formeln gelten aber auch für ein imaginäres ar=o^ 
wenn man 

cos VI = — L. — smm^ — i 

nimmt. Es müssen folglich auch die Gleichungen (5) und (7) in §. 57 
fiSr s= VI richtig bleiben. Bfan erhält danä 

«^=.(.+Ä)('+Ä)('+Ä)- ■ « 

Diese Formeln könnten zur Berechnung von dienen. Nachdem näm- 
lich für ein gegebenes v der Werth des jedesmaligen Produktes rechts 
berechnet worden ist, steht rechts ebe bekannte Grüli»e4r/ für e*«!; 

ist dann = und folglich wäre dann noch die quadratische Glei- 

ebong i -|- = Ä oder ^ — =s Är an&oUisen. 

Der «nsgeq>rocbene Gedanke von der Emfubrnng imagjnSrer Gröfsen 
Iliftt sich aber noch in grdfiierer Allgemeinbeit ansföbren nnd zwar anf 

folgende Weise: 

I. Ans der Gleichung (10) in §• 57 folgt, wem man beiderseits die 
natSitiehen Logarithmen nimmt: 

/ sin X 

+ '(HF) +••• 

und wenn man xssu^i-vi nimmt: 
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' l sia (u vi) (3) 

■ V 2« 2nj'^ \ 2» 2»J 

+ 

luu hat man enüich nach Formel (8) §. 46 

/ si/i (m -J~ ^0 \ 
i.fe'^ + er-'^ cos2u\ . . ^ — e"*' , \} (4) 
= 21-74 2-J+'-^^l^7^^'*'j) 

eraer nach Formel (5) §. 45 

+ 5 /(m« -J- + e^rc/tf«- * (6) 
Zwei auf einander folgende Glieder in (5) sind von der Form 

V «» iijrj* V * ms) ' 

worin n eine ganze positive Zahl bedenteU 

Nimmt man in Formel (a) §• 45 a = ^ ß=— und in (5) 
ebendasflU»! « =5 — ^tjf , j7 = — , so eiiiik man 



nn ' ' JUS 
l 



(im — u vi\ 
n% nn) 



(«) 



Führt man diese Gleichungen (4), (5), (6)» (7), die beiden letzten für 
I» s= 1, 2, 5» • • . iD (a) ein, 80 wird ' 
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Gap. XVI. 

_ 

1 
2 



Relatioiieii 



+ 



1 



(u^ V*) i JrvtKt - 

'2 



iArctm 



1« — tf 
1« + « 



(1 jt — u -f- 



Vergleieht man bier die reellen imd imaginlren TbeSle auf beiden Seitt» 

und bemerkt für den ersten, dafs aus einer Gleichung wie 

2 2 ' 2 ' 2 ' 

immer foigt 

^ SS tAcd • • • 

so ergeben sich folgende Relationen: 

4 W 

und 



Arctan 



V 



rsr AreUm - — Aretm 1- Aretm i — g — * 

— Arctan 1- Aretan 



2» — tf 



II. Eine ganz ähnliche Transformation ist auf die Gleichung (Ii) 
§. 57 anwendbar. Nachdem man beiderseits den natürlichen Logarithmns 
genommen hat, setzt man s= v -|- vi Nach den in %* 46 entwickelten 
Lehren findet man links: 
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» 

l eas {u-\-vi) 

iüle RieUieiiglieder recbU aind von den Formen 

V w» \ * ms) 

worin w eine ungerade Zahl bedeutet. 

Nach (6) und (7) bat man 2u und 2t; für u und v gesetzt, 

2 V «*»*^ / »« — 2tt 



und 



\ nw im) 



2 V y " nJt-{-2u 

Substituiri man diese Wertbe furn=l, 3, 6, und vergleicht dann 
die reeUen und Imaginären Theile beidefseits, so.erfaäU man folgende 

Relationen : 

— Breton ' — a— s — r • • • 
3«-|-2« ■ 

welche die Analoga zu (8) und (9) sind. 

Nimmt man in (8) und (10) v=0, so kommt man auf die Gleichun- 
gen <6) nnd (5) §.57 fät xzsiu zurück; fiir tt = 0 dagegen findet man 
die Formeln (1) und (2) nnaeres Paragraphen wieder. Bemerkenswienh 

ist der Fall u = V. In (8) sind zwei auf einander folgende Faktoren 



)\ ) 
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fiir V =s V wird danms 

(«» + 2 e/»)» — (2tfii»)« _ - , 2««^ 

folglich hat man ans (8) für e aa; » 

='-(•+ 1^)0 SS) • 

Ebouo Iflicfal eifaSlt man ans (10) fiir o = « 

e^-|-e~^" I cos 2u 

Auch von den Gleichungen (9) and (11) läfst sich eine interessante 
Anwendung machen, mit der wir vm etwas ausführlicher heschäftigen 
wollett. 

§• 60. 

Die ReÜMii für &» Tangente , Gotangente und GoMlauate^ 

Zwei ebenso einfache als elegante und brauchbare Relationen erge- 
ben lieh ans (0) mid (Ii) dadurch , dals man heiderseiu mit «> dividirt 
nnd dann zur GHime für abnehmende v libergeht, wohd man den Satz 

Idm -g — = 1 *) mehrmals anzuwenden Gelegenheit hat. Nach ge- 
schehener Division mit v Mal sich die linke Seite von (9) in folgender 
Fonn darstellen: 



(13) 



eotu 



Hier ist nun für abnehmende v Lim (e" — er") s=s 0 , Idm (e*4~^) = ^' 
Setzen wir der Kürze wegen 



*) Derselbe ergiebt sich aus der Gleichung Lim - s 1 , wenn man tan » 



seist und jetit « md 1 gleidwwfig bis sbb Gtüiim Noll abwdmiwi UüL 
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t!—. eotu ssz S 

V 

80 ist eine Grö&e, welche mit v gleichzeitig bis zur Gränze Null ab- 

nimmt. Für den ersten Faktor haben wir also lim jr — ä 1. Wir 

haben ntm noch 

Ltm und JLim , 

ZE bestimmen. Es ist aber durch Verwandbuig von ^ und «r» iuReihai 

folgUeh 

JMw^- 2= « 

V 

Ferner haben wir 

cofu eotm 

• ■ 

Fahren wir alle diese Werthe ein, so ist 

l /e» — er-» > 



= 1.2. z= OBtu 



(1) 



und diefs bleibt anf der linken Seite i% Formel (9) stehen. 

Alle Glieder auf der rechten Seite haben nach geschehener Division 

« 

mit 19 die Form: 

j4rctan ^=r— ^ 

worin n eine ganze positive Zahl bedeutet. 

Setzen wir — =s d, so ist d eine mit o gleiehzatig bis zur 

Giünze Nidl abnehmende GröÜBe; folglich wurd 

i .9 Aretan d 1 



HBt - Jirctan -r- = 



1_ 

Führen wir dieses Resollat fiir nsO, 2, ... «4 das in (i) erhair 
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tene in die beiderseits durch v getheüte Crldebang (9) des vorigen Paragra- 
phen eiu, so ergiebt sich 

i 1 , 1 1 , i 

oder wenn man je zwei Glieder snsanmiennimnit: 

cotu \ 

i _ 2« 2u «II ^ I (5) 

— ; »a — (8»)s — tf« .(3^* — II« 

Dividirt man auch in der Gleichung (11) §. 59 beiderseits mit v und 
gebt dann zur Gränze für abnehmende v über» so findet man ebenso leicht 

1 — e-" \ 

Lim - Arctan 1 _ . tanui = Uinu 
Ve' + e-» ^ / 

nnd für ein ungerades n 

Lim i Aretan — =r=— = — irr- = 



woraus dann folgt 

tanuz= 1- -z 1- . . . (4) 

oder 

s« — — , — iu — 



©•- &)'-" (¥) 



Man kann diese beiden Gleichungen auch leicht in folgende Formen 
bringen s 

z =? i r w — z — i r • • • (ö) 

und 

— «• — 1,» T" (3 7c) a — K« + (5 «) a _ T ' • • ) 

Addirt man endlich die Gleichungen (2) und (6), (3) nnd (7)9 unter 
der * Bemeifamgy dals 
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+ tr cos tt , 1 — cos u 
ftW- = — 1 ; 
2 sm u ' nnu 

1 



= cosec u 
isly so efliSH mau noeb: ' 



cosec u 



==i . _i ^ * I \ ■ («) 

worin das Vondehen rechts too Paar za Paar weehsdty und 
^ cosec u \ 
_ 1 , 2« 2k__ L 2tr I (Ö) 

Aus diesen für jedes u geltenden Aasdriicken lassen sich auch unter 
gewissen Beschränkungen andere ableiten , welche die Cotangente , Tan- 
gente und Cosekante in Form solcher Reihen darstellen, welche nach Po- 
tenzen der vedlnderliehen Grdfse u fortschreiten. 

Bezeichnet nämlich a eine constante. Gröfse, so ist immer 

u u 1 

«• * 

P 1 S 



ond luer UUst sich für 



oder 

der Quotient ^ in eine Reihe verwandeln (§. 19) und giebt 

— + + 

Diese Transformation kann man mit jedem Gliede der Reiben (3), (5), (9) 
vornehmen. Für die erste müssen die Bedingungen 

«^«^ — », 2«^«^ — 2« etc. 
erliüli sein, welche sieh anf die erste rednziren. Wir liaben alio fiir 

SehUaneh AmItsii L 18 
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cot u 

-Ä[f.+fcy+fc);+-] 

Löfen wir gimdaen Paranlhefen «nf mid aebiMa dartaf aUe 
in Tertikalcr Aichtniig «Hammen, so criialten inrt 

eof tc 

oder, wenn wir die Summen der eingeklammerten Reihen nach Formel (4) 
§• 68 für II s 1, 2, 3, « . . ^||immen, 

cot II \ 

BS - — a tf = 5 — • • .>(10) 

II 1.2 1.2.3.4 1.2.5.4.5.6 V ' 

1 

oder noch, wenn man u = - x setzt und mit 2 beiderseits dividiiis 

2 

- CO/ -; ar 
2 2 

3r 1.2 1.2.5.4 1.2»3.4.5.6 

Eine ganz ähnliche Transformation lälst sich mit der «Gleichung (5) vor- 
nehmen, vran u den Bedingungen 

2 2 2 2 

unterworfen ist. Diese Bedingungen reduziren sich auf die erste, weil 
durch deren firfüUang die ühcigen gieioh mit erMt aind. Verwandelt man 

nun für ^ ^ ^ ^ ^ jedes einzelne Güed von (5) in eine Reihe nn^ 
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BiBMl dann ähnlich wie vorher alle dieee Aisiheii ia verUkakr Aiol 
nsttuneii, jo fiadet man leicht: 

^« = lji-(li+ii + 5i + - -j 

+ • • 

Dareh Anwendong der Gldehiiiig (6) in §. 6d i&r n = I ^ 2, $, 

ergiebt sich hieraus: 

tmu 



Man könnte endlich eine ähnliche Transformation auch auf die Glei- 
chung (0) anwenden. Man gelangt aber küner za dem Aesoitate, waa 

u 

man finden würde, wenn man in (12) - für u setzt und dann (10) hierzu 

* 

addirt. Es eigiebt sich 

cosec w s= - 
u 

. 2(2—1) , 2(23-i) 2(2»-l) „ . , H^S) 

Man kann ans diesen Formeln leicht andere nicht auf geniom^scbe 
Funktionen Bezng habende ableiten, wenn man bemerkt, dafs die Olei- 

chung (10) den Quotienten darstellt, welchen man durch Division mit der 
Sinusreihe in die Cosinnsreihe erhalten mufs, dafs ebenso die Gleichung 
(12) als Resultat der umgekehrten Division mit der Cosuras» in die Si- 
nnsreihe nnd (13) die reziproke Sinnsreihe darstellt. Dafs diese Glei- 
chungen nicht fSr jeden Werth der veränderlichen Gröfse u gelten, wie 
diefs bei den Reiben für cosu und sinu der Fall ist, darf gar nicht be- 
fremden, ßei jeder Division solcher Reihen bleibt nämlich ein Best; will 
man nun die Divisien ins Unendliche finiselnen« ao mnfsman nnteisachen» 
unter welchen Bedingungen dieser Rest sich der Null nShert. Diese Un- 
tersuchung würde auf dem gewöimlichen Wege bei der Division der Reihen 

18* 
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für «öt« und cot le ihre Itesonderen Schwierigkeiten haben, dagegen 
uns der Gang, den wir genonunen haben, sehr befiriedigettd . zäun Zid 
geführt Es wärde sogar sehr leicht stin , den Rest za bestimmen , de 

noch zur Reihe hinzuzuIiigeQ wäre , wenn man dieselbe irgendwo bei ei 
nem nten Giiede abbräche. Zu dem Zwecke brauchte man nur die in (i, 
yorkommenden Brüche 

/in endliche Reihen, von gleicher Gliederaeahl zn verwaadeln oo^ 

den jedesmaligen Rest hinzuzufügen. Die Summe aller dieser einzeha 

Reste gäbe dann den Rest der Reihe für cot u; für ^ nähert sid 
derselbe bei wachsenden n der Null, aufserdem in keinem Falle. 01h 
gleich nui die genannten Reihen nicht für jeden. Werth yen % gelten , sa 
kann man sie doch für imagmare Warthe brauchen, wenn man hier da 
Modules der imaginären Gröfse den Bedingungen unterwirft, welche fürt 
>statt finden müssen. Diese Subslilulion ist uns defswegen erlaubt, weil 
die Reihen, deren Quotienten unsere GieichuDgeU'darstelleD, auohiiir ima- 
ginäre u Bedeutung haben. 

Setzt man nun in (10), (12) und (13) u^vi, und bemerkt, dafs 

eotm s= — s . - 

^ — e-^ I 

— 

Um vi = —TT — I 

g i 
eatee tn = . - 

ist, so erhält man leicht: 

»'1.2 1.2.3.4 ^1.2.3.4.6.6 4 



1.2 * 1.2.3.4 » ^1.2.3. 4.5. 6 * T 



5^« 
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Man kann diese Gleichungen aucti dadurch erhalten , dafs man in den fnr 
jedes u gdtendea (3)» (Ä)^ . (9) vi setzt ^nd die «inxebiai 

♦ • • • ' i f. 



2» 2» 



in Reihen verwandelL 

§. 61. 

Die Sekantencoeffizienten und dio Selkutenreihe. 

Zur VoUsländigkeil nnserer Betrachtungen fehlt uns noch eine Reihe 
Ifir die Sekante. Man gelangt zn denelbea avf fol^^ndem Wege: 

I. Setzt man in den Gkiehnngen (9) ond (11) « ss lo redworen 

sie sich gemeinschafUich auf die folgende: 

^^^^ } w 

ff . 3ff ' 6ff 

Hier kann man unter der Voranssetznng ^ •< ^ ^ ^ woraus 

4 t? 4 ?? 

von selbst folgt — <C 1 > ^ 1 u. s. f. , jeden einzelnen Bogen nach 
Formel (8) §. 55 in eine Reihe verwandefai; es wird hierdqroh. ' < 

^ 4w j_ 1 — i T— V 4- i 4. 

^5ff SXünJ +6Uj»J tU«J ^ ' 
oder, wenn man die Glieder in vertikaler iiiehtnug zusammennimmt; 
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S\it) \i* S»"*'6»~7' ''•■7 



SdM Mii dagegoi fSr ^^i^^z; «eiiieii Werth ans W^^BiddiiiDg (15) 
im Torigeo Paragraphen, worin 

i^.-jj, ^»~42' 



in, fo ckttll Ml IBr |>i» 



Breton 



Fährt man die angedeuteten Potenzimngen ana ond ordnet Alles nach To- 
lernen m ao iXfti sieh daa Rearitat in folgende FWm briDgens 

oder, wenn wir diejen^en Faktoren in den Zihlanty deren Gcsets mia 
nioht ahaiebt, nämlich 

i) 1, 5) 61 9 

mit JBo« £t> ^4» ^6» • • • haeeidniel. 



Arekm, 



s=: — iOrt ü — — . ~ -4- — . ■ I * «• — 
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Vergleichl man dieses RetoUit mit (4), ie orgibMi ildi ani te IdMilB* 
rung gleicher Potenzeo von v folgende Relationen: 

1.8.2« 



1 
i 


S ^ 5 


1 

7 


1 

1» 


58 "T 5» 


i 


1 

1* 


3» T^6* 


1 
7» 



uud überhaupt für eine ganze Zahl n 

- 1 .8. 8... (2»). 2*^ 
Milteist dieser Relation ist es nun sehr leicht , die Sekante in eine Reihe 
za verwandeln. 

IL Setzt mau iu der Gleichung (8) - tf an die Sidle Ton u, ae 
kommt: 

neu 

2 2 • 2- 2 ■ 2 2 ■ 

tod durch Vereinigong von je zwei Gliedern ^ 

$eeu 



■~(9'— (¥)*—(¥)•— 

fin allgemeines Glied dieser Reihe ist für ein migerades »i Ton der Form 
nnd wenn man für 2tt ^ mn dieis in eine Reihe verwandelt, so wird 



-s['tfö)'+(H)'+er+-] 
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NebMB Wdieie Verwandliiiic^ nit jedem GUede der Reihe (4) vor, wom 
die BedinguDgen 

2u^i9t, 2U4^Zn, 2u^bn, . . 

d. h. 

fiehSrai, so entsteht Folgendes: 

secM 

- ¥[•+(¥)*+(¥)•+(¥)*+•••] . 

. oder hei vertikaler Sammiruog : 

See u 

Vi* a»"*"*» 7» • / 

+ . ♦ 

Bringen wir hier die unter L gefbndenen Resultate in Anwendong, 
so cigieht sieh sehr einfoeh für = i 

See u 



i.2 • 1 .2.3. 4 *" 1 .2.3.4. 6. 



9C ^ ^^^^^^ n 



Dieser Mitwirkung bei der Sekantenreihe haben die Zahlen B^, B^, 
B^, ... den Namen der Sekantencoeffizienten zu verdanken. 

Man kann aus der vorstehenden merkwürdigen Reibe noch eine an- 
dere durch die Suhstitnlion irss vi ableiten. Dieselbe ist: 

i.a "'"1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 
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$. 62. 

RcÜnmioiinlBife für die BemoiiIlFtciiea ZAks und SduntenGoefflsieiitai. 

Die Methoden, welche wir in §• 58 und §. 6i zur Bestimmung der 
Benioulfi*8chen Zahlen B^y B^, B^^ etc. und der SekantencoefBzienten 

angewendet haben, leiden ao der übelen Eigenschaft, sehr langweilige 
R.echnungen nöthig zu machen, ohne das Gesetz, nach welchem jene Zah- 
len sieh hilden, erkennen zu lasien. Wir wellen uns daher nach tot« 
tiieflhafteren Berechnungsmethoden umsehen und namentlich versuchen, ob 
sich nicht Formeln entdedcen lassen, mit deren Hülfe man jede nSchsi- 
folgende Zahl aus allen vorhergehenden Zahlen dieser Art ableiten könnte. 
Hierzu hietet sich nun folgender sehr einfache Gedanke dar: . 

Die Reihen, in welchen die Bemoulli'schen Zahlen yovkommeo, sUl- 

leu die Cotangente, Tangente und Cosekanle dar; diese Funktionen sind 
aber aus Sinus und Cosinus zusammengesetzt ; wollte man unmittelbar für 
die letzteren Funktionen die gleichgeltenden Reihen ^tzen, so würde man 
2a Divisionen mit Reihen gendthigt sein,' wenn man daraus jene Relatio- 
nen ableiten wollte ; dagegen kann man aber die Probe der Mnltiplikation 
anwenden , die sich mit Reihen leichter ausführen läfstj z. B. ist nach 
(iO) §.60 

: eotu 1 2«^, 2*/?. , 

• . ssS — — * u — — • • • 

jältr ff 1.2 i.a.3.4 

folglich. rnuDs 

-r— ff — ^ ^ ' ■ ff » — ... I 

u 1.2 1.2.3.4 J 

sein. Setzt man hier fSr cos« und nnu ihre Werthe, so erhalt man 

rechts das Produkt zweier Reihen. Dieses läl'st sich aber nach den in 
§. 26 entwickelten Lehren ausführen und nach Potenzen von u ordnen. 
Vergleicht man hierauf die Coeffizienten gleicher Potenzen von u auf bei- 
den Seiten, so erhält man Rektionen für die BemoulIi*schen Zahlen. 
Ganz ahnlich kann man mit den übrigen Gleichungen (11), (12) und (13) 
in §.60 verfahren. Am elegantesten gestaltet sich die Ausführung dieses 

Gedankens für die Gleichung (11), wenn man beiderseits nicht mit 
1 

ün~x, sondern mit sin x muitiplizirt. Man erhält, dann links 
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g 



1 _ . 1 1 

cos -tx ^^$m -z* coi -'S 

2 ? g 9 



2 

BmidiM wir für d0& Av^nblidi I • 9 inil (9), i.S;S nt (3), 
i4S«5«4 ml (4) a. f., tf» iil 

t^.* ^I^ ^i*' 

« i JP (2) (4) (6) 

Multiplizirt man nun beide Gleichoogea mit einander und beachtet da« oben 
gefondene Aesultat 



1 i l+«ifjr 

— CO/ r • sm X = — • — ^ 

2 9 9 



«I «Uli iiliD; 



cotx 



(1) (») 

(S) 



(1) ' (4) 

^ m ' (8) 



Der Coeflteieil vom z** iit tounch 

1 B 



i_ B_ 

(*) ■ («) 

(3) • (4) 

(6) ■ (2) 
_ J_ 



» ar« _ 

•* — • • • • 

+ ••• 



1 J9 



(1) * (2/1) ^(3) * (2« — 2) (5) * (2«^*4)"*'*"| 
r.. + (-l)« * 



(0 



Anf der linken Seile ist aber 



(2« + 1) 



2 



2 (2) + 2 (T) 2 (6)+"^ 



folglich hier der Coefiiiieni von 
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^ 2 • (271) 

^ei^dcht aan diefs mit dem unter (i) gefandenea Coeffizienteoi m folgt 
Inrch Mdeiteitige Bfnltiplikatioii mit ( — 1) 

(1) • (2«) C3) * (2« — 2) "^(5) * (2» — 4) 



oder 



1 4 1 

... + (— (2,4. 1) = <— 3 • ^) 

i. £l-=i_i. I * _£S2=S_. 

(»)'(«») (3) • (an — 8)^(5) • (2« — 4) 



• • • 



^ ' L2 (2«) (2«+l)J 

MuUipliuri man beideneita mit (2»-t~^) bemerkt, ^ 

(a<t+i) i _ i.s>g>.><»it4-i) __27z-|-i 

1 * (2/2)*" 1 . 1 .(2«) i 

(21? + 1) i _ i.g.5..,(2« + l) _ (2ii+1)2«(2ji— i) 
(9) • (2« — «)""i.a.a.i.2.3...(2«— 2) i.2.3 

endlicli 

2 (2») 2 (2» + 1) 

ist, so wird 

— I ^ TTiTi — r ^^^^ 

, (2«+i) 2«(2« — i)(2« — 2)(2il — g) 

1.2.5.4.5 



oder, wenn man aich an die Bezeichnong der Binomialeoeffimenten er- 
innerl, 

(2ä + 1)4 — (2« + 1), i?,^, + (2« + 1)^ — . . .) 

Diese Gleidiniy, welehe dne intereaaante Beziehni« der BemooUi'acben 
Zahlen zn den BinomialcoelBzienten aufweist, kann selir gut cur aueoessi- 

ven Berechnung jener Zahlen benutzt werden , wenn man der Reihe naeh 
»s i, s, ft, ... setat* Man eriiält nämUch nach einaoder 
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3j5i=i, folglich ^,=1 
SB^^iOBi=~ oder 5il, — 10 . i=: — | 

— + 21^1 =1 oder 7J»^ — 55 . ^ + 21 . ^ = I 

mithin = r:; u. s. f. 

Eine Sbnliehe Relation läfsr sieh für die SekentancoelBrientett 
den, wenn man die Gleichung 

i 



sees 



(*) T TT -t— • 

mit cos X multiplizirt , für cos x die gleichgeltende Reihe setzt, rechts 
les nach Potenzen von x ordnet und dann die Coeffizienten gleicher Poteft* 
2en von x in eine Gieicbong stelll. Mtn erhält leicht 

(2«)o — (2«)« + (2a)4 ^,,.-.4 — . . . = 0 (3) 

woraus luan, unter der Bemerkung, dafs = ^ 7^ = 1,2, 

3y • • • findet 

i», = 0» folglich = i 
i?4 — 6^jt -("Sq s=: 0 oder — 6 -f- ^ = ^ 

mithin J?^ = 5 ' 
u. s. f. 



Sehen irir im dieser. Stelle auf die bis jetzt gewoonenen AesoHate n- 
riiek » so bemeriLen w, dafs unsere im Anfange gesteifte An%abe: die 

zur vollständigen Kenntnifs der Funktionen 

j:**, ö*, logXf sinXf cosx, tanx, cotx, secx, cosecx etc. 
nötbigen Relationen zu entwickehr, ziemlich umfassend gelöst ist, insofen 
wir nämlich jene Relationen theils in Fem von Reihen , theils in der von 
Phidnkten dargestellt haben. Es giebt aber noch eine andere Dantelioogs- 
weise, nämlich in Form von fortlaufenden oder sogenannten Ret ton - 
brächen» und mit dieser wollen wir uns noch beschäftigen. 
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Capitol XVIL 
Die wichtigsten Eigenschaften der Kettenbrüche. 

♦ 

§. 65. 

BigeaBduiftaii der NiOwruogilnadie. 

Ein Kettenbruch entsteht, wenn man mehrere beliebige Brüche so 
mit einander in Verbindung; bringt, dafs jeder folgende einen Bestandtheil 
des Nenners des vorhergehenden Bruches ausmacht, wie in den foigeadeB 
AoadrückeD: 

8 * 2 « 



'+I 

Das allgemeine Schema eines KeUenbniches ist hiernach 

*1 



«a + ^ 



1*4 



«4 + • • 

wobei a^y a^, a^, ... b^, b^, b^, ... positive oder negative, ganze, 
oder selbst gebrochene Gföfoen bedeuten können. Die einzelnen Brüche 

*t h *4 

— f ^ f — f f • • • 

«1 «a *3 ^4 

welche in dem Kellenbrucbe vorzukommen scheinen, nennt man die Glie- 
der desselben und den Kettenhruch selbst einen ein-, zwei-, ... nglie- 
dngeD) je nachdem derselbe ans eins, zwei, ...» Gliedern besteht. 
Bricht man den Jidiedrieeii Retteabmch 



I *3 



der Reihe nach bm dem ersten, zweiten, dritlen, • . . »ten Nemier ab, 
so entstehen die Briiehe: 
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*l *, *i 



1 



«i+r ''1 + -* 



wddie NXheroagtbriiche heUSm, weil sie sidi 10 naathea Füllen dtn 

Werthe des ganzen Kettenbniehes saeeeasm nXbeiii. Der erste NiShe* 

rungsbruch ist nichts Anderes als das erste Glied des Kettenbruches , und 
der letzte (nte) Näherungsbruch ist der ganze Kettenbruch selbst. .Aich- 
tet man die £>iäheniqgsbniehe ein, so erhäU man leicht 

«4 [«•(«»«1 + + ^1«!] + ^iCflafli + 

Bezeichnet man diese Brüche der Reihe nach mit — . — . • • . so 

9i 9% 9%^ 

sehebt Mcr Tom dritten an folgendes Gesetz ohzuwalten: 

weiches allgemein ausgesprochen so lauten würde: 

worin n jede befidilge positive ganze Zahl bedeuten kann« Wto dieses 

Gesetz richtig, so rnüfste auch sein 

wie man aus dem Vorigen findet, wenn man a-f-^ ^ ^ Stelle von n 
WML jSfinnte man nnn zeigen, dals ans dem BiMongsgesetz des Retlen- 
hncliet unter Voranssetzung der GleiehuDg (1) die obige Relation eben- 
falls hervorginge, so würde mau hieraus schliefsen können, dafs die Glei- 
chung (2) aligemein richtig sei. I<}un geht aber der nächst£ei%ende ^ähe- 

mngsbruch — — ans dem vorhergehenden ^ dadurch hervor, dafs man 
in diesem o« -1 — ^ für setzt; denn es ist 



«» + •. j.^ 
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''^ + 4 + .. . *s 



Setzen wir also in (l) an die Stelle ron a^^, so erhallen wir 

1 . j:; _j!±2£ • 

d, i. nach Multiplikation mit af^+^ im Zähler und Nenner 
oder 

und wenn man geaäfii der Gleichung (1) 
aetst, 

Dielli ist aber die Gleicbnng (2); das hypothetisch angenommene Bildungs- 
gesetz der Näherangsbrüche gilt also für den l)slen Näheruogsbnich, 
wenn es für den nten richtig war; es gilt mithin allgemein, weil es für 
den dritten zutrifft. Für die snecessive Berechnung der Näherungshrüchey 
deren letster den Tetalwerth des ganzen Ketteabmohes gidM, bat man 
also mdil nlfthig, die eittMÜien'Brfiebe 

sImmtlicB anf die gewShnKehe Wmse ein2uriditen,^8ondeni berechnet blos 
die beiden ersten # 

lud leitet nun ans diesen nach Formel (1) alle übrigen ab* 
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BcmerkcDswerth sind noch die Ausdrücke für die Differenz zweier 
auf einander folgenden Käberungsbrücbe. Es ist nämlich 

^n-n Pn-i 9% — K+i Pn9n -i 

= — {Pn9%-i —Pf^x y J 

Ferner hat man 

bt^^l^Zl — Pn'Jn-x —Pn^i^n 

folglich 

und durch Snbslitution dieses Anadnu^es in die Torhergehende Rechninq; 

Pt^x Pn ^%^x CPn Pn-i \ 

9^1 9m \Sm 9m^i) . 

Nennen wir A» Differenz links, so ist die auf der rechten Seile ia 
Parenthesen stehende = An^i > mithin hängt die Ute Differenz so voa 
der vorhergehenden ab, dal's 

A„=-%^S=i A._. (3) 

ist. Hiernach kann man alle Differenzen berechnen, weil man die enie 
kennt. 

Unter der Voraussetzung, dafs die GrdCm a^, a^, a^, . . ., b^» h^f 
... sSmmtlich positiv sind, lassen sich hieraus noch manoberiei Fol- 
gerungen ziehen. Dann ist nämlich Ai negativ, A2 positiv, A3 nega- 
tiv, A4 positiv u. s. f. , oder wenn man das Negative und Positive durch 
^0 und ^0 unterscheidet, 

92 9i 93 92 



^4 U 95 U 

u. s. f. 



woraus folgt 
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u u u u 

n. 8. f. 

i^s ist aber auch , abgesehen von den Vorzeichen , jede Differenz kleiner 
Is die foriieifeliende* Denn in der GleidHing (5) hnt nun 

olglich, weil alle die GsöDsen a und 6» milhin auch alle p und ^ poei- 
iv «nif . 

und also 

wenn man blos die nomeriscben Werthe berOc^chtigU Wir haben also 

* « * « 

2* B. den nnmerisehen Werth ton ^ > als den von ^ — 

oder, veil die erste Differenz an 8i<^ negaÜVf folglich ihr nnmeiiaelier 
Werth das Entgegengesetzte ist, * . . . 

9\ U 9i 9% 

woraus 

Ely^Pl 
fx U 

folgt. Ebenso würde aus 

fs U U U 

folgen . ^ . 

?5>^ U.8. f. 

9b 95 

Die Nähemogsbrücbe ungerader. Ordnung nehmen also beständig ab. 

Der nnmerische Werth von As ^ ftmer kleiner als der von As» 
o4er, weil As ^ negativ ist, 

fs 9a ,9z 9% 

woraus folgt 
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u u 

Ebenso würde man 

?t<^ u.s.f. I 

iniBn. Die Näherungsbrüche gerader Ordnoog nehmen also immer w 
Wir haben hier für Ketlenbriiche, deren sämmiiiche Zähler und ^tt. 
ner positiv sind, die merkwürdige Eigenschaft kennen gekrBfc, dnis i 
Nabemngsliriiclie ungerader Ordnung eine' foOende, die gerader Ordnini 
eine steigende Reihe bilden, während die Differenzen der benaclibartn 
Näherungsbrüche ihren absoluten Werthen nach immer abnehmen. Di 
nnn der letzte JNäherungsbmch der Werth des ganzen Kett^rnciies ist 
so mnls folglich eine Annäbernng an den Werth des ganzen Rette» 
braches statt finden. Man kann sich dieses VeiliMltnifs leieht durck ein 
Zeichnung veranschaulichen. Man trage nämlich , wie in Flg. 35 , ait 
einer geraden Linie SP in gleichen Entfernungen von einander die PuniLU 
P^, P^^ P^, « • . auf, errichte in jedem derselben eine Senkrechte 

nehme mkih iigend einem Maafsstahe P^ 

s=£ä u« s. f. Endlich mache man PQ dem Gesammtwerthe des Ketlea- 

hruches gleich und ziehe durch Q eine Parallele QT zu P& Verbindei 
man jetzt die Punkte Q^, Q,, Q^, . . • und ebenso Q^, Q^, Q^^ ... 
dnrdi eine zusammenhSngende krumme Linie, so erhiUt man zwei Cm- 

ven, deren erstere vom Punkte Q, nach der Geraden QTzu herabsteigt^ 
während die zweite vom Punkte aus nach jener Geraden hinaufsteigt 
und zugleich die Differenzen zwischen je zwei auf einander folgenden Senk* 

rechten beständig abnehmen« Der let^ Näherangsbruch ^ eines ngüe- 

drigen Ketlenbruches ist dann der Gesammtwcrtii PQ des ganzen Kettea- 
bruches. 

Jßei weitem weniger einfach gestalten sich die l^genschaften der Nä> 
herungsbrnche in den F^en, wo einige oder alle Glieder eines Retteo- 

bmches negativ sind. Nur in einem einzigen Falle lafsl sich hier eine 
bemerkenswertlie Eigenschaft der Näherungsbrüche angeben, wenn näm- 
lich alle Glieder des iSettenbruches mit Ausnahme des ersten negativ und 
sugleidi ganzzahlige ächte Bräche sind. Unter der gemachten Voraus» 
Setzung hat dann d^ Rettenbruch die Form 
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^1 



am 8- 



worin a^, a^, a^, . ^ ft^» 6^» • . . gaiise Zahlen nnd, wdebe die 

Fiiglfiindhiftin 



ö^^^m» S^^a» 



babeo. Hier ist nun 



fli 



deim kl dem zweiten J^äberaogsbroche iit der Nemier veradadert, folgUeli 
der Qootieit gr$fwr. Man kann nMh bemeikety dafa derselbe immer 

noch ein ächter Bruch ist, weil im Nenner wenigstens «m eine Einheit 
grölser als bj^ sein muDs , aber die Verminderang keine volle Einheit be- 
trägt, indem ^ < i isL Ferner hat 



Denn es wird rechts der Nenner nm einen gröfseren Bruch vermindert 
als links, weil 



• «ft ^ 

«3 



ist, wiewohl beide Ansdrfieke ächte Briiebe sind* Man kann anf £ese 
Weise fortfihren, zu schliefsen nnd findet so das Resultat, dafs jeder NS* 

heningsbruch kleiner als der nächstfolgende ist, die Näherungsbrüche also 
eine steigende Jtieihe bilden. Die ganze Scblufsweise würde aber nicht 
passen, wenn nieht alle dnzelnen Glieder des Kettenbrnches ächte Briiehe 
wiren, weil dann einer der Nenner in den NÜhemnfibruchennegalir wm^ 
den könnte, wie z. B* In den ^ettenbmebe 

1 

s-L 



4_» 



WO sehen der zweite NIhemngsbraeh negati? wird. 

19* 
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Es ist übrigens sehr leicht, einea gegebenen Bruch in einen Ketten* 
brach von Torgeschriebeiier Foxm za yerwandeln. Wollte maa z« B. 4« 

Brach in einen Kettenbrucb von der Form 
761 



«+5 



äoflSseB, w würde ann folgoule Ton seUM Tenttndlicbe Redwvig; za 
■Mhm -haben: 



289 


i 


1 




761 


761 
289 


^289 






3.i83 


_ 3 


s 


«88"" 


867 


""867 "~ 
183 


*^183 


135 


5. 185 




• «6 


185 


915 


915 
135 


Tl35 


105 _ 


7 . 105 


7 _ 


7 




945 


"945 ~" 
105 


^105 



7 

Weiter kann man hier nicht gehen , ^eil der letzte Rest kein Bmcli, son- 
dern die Einheit ist. Substituirt man jede Gleichung in die vorher|;ehende, 
so erhält man 

289 _ 1 ^ ^ 



8-|-l 

also den Broch in der ¥0i!ge8cfariebenen Form, so weit dieb öberiiMqii 
möglich ist. » - 

Wollte man den8e{bea Brach in einen Ketteabnidi Ton der Pomi 

8 



7+5 



11+.. 
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v^erwandela, so stünde .die Rechnaiig so: 



.7«i 158». 1522 , 7T 
77 4 . 77 * 4 



289 1156 . 1156, ■ 617 

77 77 
«17 6.617 6 6 



77 469 462 5091 

••«17 «17 

"Will maa keine negativen Glieder, so mafs man hier abk^ben und 'er- 
hält durch Suhstitatiou jeder Gleichung in die vorhergehende:. > 

289 2 

7«1 , , 4 

— 



7 + 5 



^_5a9i 



617 

wobei, die verlangte Form so weit beobachtet ist, als es nur geschehen 
kniD. Olefs Beispiel zeigt zugleich, dafs man den nämlichen Bruch in 
unendlich Tiele Kettenbriiehe verwandebi könne. 

Es iXfst rieh recht gut dtaken-,- Mb es Reehiinngen der Art geben 

könne, bei denen man ins Unendliche fortgehen dürfte, ohne auf negative 
Glieder zu stofsen , d. h. mit anderen Worten , dafs es auch uncndb'che 
Kettenbcüche geben könnte, deren snecesrive Näherungsbrache rieh einem 
bestimmten endlichen Wertfae als Gianze bestandig näherten* Wir wol- 
len, diesen wichtigen Gegenstand einer näheren Betrachtung unterwerfen. 

§. 64. 

Dib imeiidlidieii Kettad>xtidie, ihre Comergaa aod DifvrgeiiB. 

r. Wir wollen uns zunächst mit denjenigen Keltenbrüchen beschäf- 
tigen, deren Glieder sämmtiich positiv sind,, so dafs also in dem. Aus- 
diufike 

*t 



flj . . . üi inf. 

weicher das Thema unserer Untersucbnngen ausmacht, die Gröfsen 
. » b^y ... dwdigiiigig.petttnr rind. 
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gränzC der Null nähern, und er divexprt gewiCs, wenn diese ßeding« 
sieht statt findet. 

Nun ist aber fiberhanpt naeh Formel (3) g. 6S 



und hieraus findet man der Reihe nach 



^» • ^a «^4 f5 * 

Qi 8. f. 



fiberiuu^ 



A.==(-ir*^,^.^...iadi^ (1) 

^3 ^4 95 ff^i * . ^ ' 

Man bemerkt leicht, dafs hier A« durch einPMukt von lauter Scblo 
Briiciiai dargestellt wird ; denn die einzelnen BrSehe sind von der Fei« 

und hier sieht man gleich, dafs der Nenner grölser als der ZMhler iA, 

weil alle a und b, folglich auch alle positiv sind. Da es uns Mos ai^ 
absolute Wertbe ankommt, so ist ^ 

/.««A* = Ai.^.^.^...*>*^^/- . 

Ein unendliches Produkt von ächten Brüchen kann aber ebensowot^ 
eine endliche bestimmte Grölse, als die Null zur Gifänze haben. Der 
erste Fall tritt leicht dann ein, wenn die einzeben Faktoren durch Zi- 

nahme sich mehr und mehr der Einheit nähern; wir müssen ihn daher zu 

vermeiden suchen. Sind aber alle Faktoren kleiner als ein gewisser, 

1 . ^ 

selbst achter Bruch - (wo u ^ 1 ist) , so hat man nach (1) 

•^»^O ^» ' 

folglich,, w^eSl jC^hi s=O dfi^ um so mehr . , ^ 



Digitized by Google 



Gip. XVIL Dm widiligstai S^geMchftlleii der KettenbrttdM. 297 

Es convergirt also der in Rede stehende KeUenltrucb ganz gewifs, wenn 
alle die einiielieii Faktoren 

^B^l ^4^2 ^Ö-Zs i^i^f 
^8 ^4 9b 

kleiner ab die Einheit sind und es bleiben, so weit man auch in der Reihe 
sellisl fortgehen mag. Wir ktaien diese Bedingung gans einfocb dnrch 

^«■n yi^ i ^1 



ie Ungleichung 



ausdrücken. 
Es ist aber 



i 



Soll nnn der Gr&iaEwerth dieses Ansdnuskes unter der Einheit bleiben, 

so muTs " 



sein. Man bat aber weiter 



Ist nun schon 



Vi 



SO ist offenbar die Bedingung 

Um ^* - > e 

nm so mehr erfallt, well a„+j, Vi? (^n-a Ö'«-! positive Grö- 

CBen sind, also lAm "r*"^ .'2s=> nicht negativ werden kann. Wir kön- 

Vi fTi^t 

nen also sagen: 

der Rettenbrudi 
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Hg • • • 

worin alle a woA b positiv nnd, convergirt gau nciiery wenn 

ifl» bei nnb^änzt wechsenden 9. Findel elwr diese Bedingung 
meht statt, so läfst sieb nichl entscheiden, ob der Kettenfafneh con- 

vcrgire oder dtvergire. 

So wird maa z. B. onler Anwendung dieser Regel finden, da(s vo» 
Kettenbrüeben 

1^ 

3+- 



7 + ... 



2 + 



»5 



5 



2 



der erste ganz sicher oonveigirt, während man diefs von^dem zweiten 
nicht behaupten kann. 

IL Aneh bei denjenigen Rettenbrdeben, in wdeben alle GHeder, mit 

Ausnahme des ersten, negativ sind, können Fälle der Convergenz oder 
Divergenz vorkommen. £inen convergenlen Kettenbruch nennen wir hier 
wieder denjenigen, dessen Näbemngsbniebe sieb einer einz%en bestimm- 
ten GrSbe als Griinze fortwSbrend näbem, diyeigent jeden, welcber diese 
Eigensebaft nicht besitzt. lai Allgemeinen ist die Convergenz bei Kettete 
brüchen mit negativen Gliedern sehr schwer zu entscheiden und es läfst 
sich mit Sicherheit, nur an einer einzigen Art von Kettenbrüchen nachwei- 
sen, die aber fiir uns aocb gettde die wichtigste ist. Sind nämlich in dem 
onendlichen Rettenbmcbe 

(*) 



alle einzehien Glieder 
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^ *8 

t > ~~* f • • • 

«I «• 

Brüebe, weldie pam posiihra Zalilen za ZIdileni und Nemieni luh 
l>eii, so eonvergirt der Rettenbnieh ganz sicher. 

Zuerst nämlich bemerkt mao leicht , dafs alle NäheruofBbrüche ^otir 
tive ächte Brüche sind. Oena da alle a und b ganze Zahlen, ~» • • • 

Sdite Brfiete sind, so moTs Oi von 5i wenigstens nm ebe Einbeil dUBs- 

riren. Es wird aber in dem zweiten Näberuugsbruche 

ii 

von Ol kdne volle Eidkeit» sondern nnr ein BmebtbeO derselben algeio- 
gen, folglich isl noeb immer 

mitbin der zweite Näherungsbruch ^ ein posiliver ächter Bruch. — In 



ist non femer aus ganz denselben Gründen 



ein positiver achter Bmeh; wird derselbe von abgezogen, welches we- 
nigstens um eine £inheit gröfser als ist, bo bleibt 



wortns folgt t dafii aoeb ^ ein positiver icbter Bmeb ist. ^ Ans den 
nämlidien Griinden mnDa anob die ähnlich gebildete Gröfse 

• *t ■ 

a* — — 
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ein ächter Brach sein, woraus folgt, dafs 



II. — K- 



ein positiver Schter Bruch ist. Man übersieht auf der Stelle, dafs die Fa 
Setzung dieser Schlafsreihe ins Unendliche möglich ist und dafis sie 
wie alle Näheningsbrnche echte und positive Brache sind. 

Ferner filfst sich non «eigen , dafii dfe NSfaoiingshriiche bestäi^ 
wachsen. Man kann diefs auf ähnliche Weise wie im vorigen Paragi 
phen thun, gelangt aber auch auf folgende Weise ^ai 

Da geseigl worden iai, dala 

Pi P% H Pa 

— f *— - — * f — y • • • 

^1 9% f4 

sämmtlich positiv sind, so folgt leicht, dafs es auch 

9i9 9^9 95* 94» • ' ' 
iein müssen. Da femer positiv ist, aber b^, b^, b^, • , . aDe 

tiv sind, so hai man ami fbu. Formeln (5) und (4) in §. 69 

A — ^«M-i 9m^i jk 

fi9% 

Himos findet man fSr » ss 2, 3 n. f. 

^ — ?4_?3 _ Ml . 

* ^4 99 9i9%' 99 ' 9a 
n. 8. f. 

Es sind also alle Differenzen positiv und daraus folgt 

9i 9% 99 ^4 " * 
d. h. die Ntihernngsbrnche wachsen beständig. Gleichwohl 

nicht ins Unendliehe mnehmen , weil sie nach dem Vorigen immer ächte 

Brüche bleiben ; es müssen sich folglich die successiven Näheningsbrücbf 
durch beständige Zunahme einer gewissen festen Gränze nähern, welcbe 
htfehslens die Einbeil sein fciinn« Per in Rede stehende Kettenkuch (4) 
ist folglich ein eonvergmter. ' ' 
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Es giebt in der Thai emeu, aber auch nur einen Fall| in weichem 
Kettentaieh 



>rui . . . äcbte Brüche sinil, die Einheit znr Griloze hat, 

«t «s 



snn nämlich jeder der einzelnen Nenner nm eine Einheit gidlker ab sein 
ihler, der Rettenbmdi also Ten dev Fenn 

*x+i-^« r 

it, worin sonst b^, b^^ • • • ganz beliebig bleiben. Da dieser Fall 
on Interesse ist, so wollen wir ihn etwas näher ansehen. 

Zur SQceessiven Berechnung der Näherungsbriiche hat man hier die 
i'omeln ' 

ins welchen man leicht erhält . 

Pn^i —Pm — (F» — /'•-i) (ß) 

^iM-i— ^i. = (!/n — !/»-i)^n+i (7) 

Hieraus würden sich sehr leicht alle Dilarenzen zweier auf einander fol- 
genden Nähemngaasihler und Kähemngsnenner herachnea laasao^ wenn 
man die jedesmalige erste dirnnr DiffiBreasen wiUale. Man hat aber 

mittelbar 

U + U *i*a + *i + * 

fo]|^ 

Pi=^k 

und nun folgt mu (6) fiir it = 2, 3, 4 a. f. 

Pa—Ps = (P» —P*) h = *i ^a^i *4 
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Addirt man alle diese GleicüuQgea nebst den zwei vorhergehenden , so er^ 
giebl sich sogleich: i 

= *i + *i*t + *i ^t^a + • • • + *i • • • W 

Ebenso hat man 

= ^ + 4 

nnd nach (7) für n = 2, 3, 4, . . . 

f • •^^'f = fr« — f l) = *l 

f4 — - ?3 = (^3 — ^i) h = *1 *t *8 *4 



folglich durch Addilioii fieser unA der yarheigehMiden GkidunigeD; 

folglich der nie Nihemogilnieh 

9» * + + + h*!^«-'-** ■ 

'UTst San hier n ms Üneadliehe wachsenr, so ^rd offenbar gröfser 

als jede angebbare Zahl, weil es einer aus 7t Gliedern bestehenden Reihe 
gleich ist, von denen jedes eine positive ganze Zahl sein mnfs* Bemerkt 
Man aber, dals elio 

xst| SO eriMUt man für unbegränzt wachsende m 

■ LHn^ = i 
U 

mithin euch 



»1 + 1 - r 



-J- l — • . . 

wodorch der Werth des Reltenbniches gefunden ist. 

Nimmt man z. B. ^ b^, h^, b^y • • • die natürlichen, die ungera- 
den und geraden Zahlen, so hat man 
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i i 



1 = 



2 S 



4 • • • 7 • « • 

2 

3-*: 



7 — ... 

mid man wMe aoeh die NlflianiiigsMclie dieser Kettealirücbe nach For- 
mel (9) sehr leicht bcrechaen können. 

Mao überzeugt sich nun leicbt, da& der Worth eines Keltenbruches 
akdil mehr die fiinbeit sein könae» wenn aneh nwt ein einz^er IHenner 
seinen Zlttder «m mehr ab eine Ehiheil ShersleigL Isl z. B. der Ke^ 
ienbruch . ■* 

ts 00) 

»i + i--" i- 



« • • 



gegeben, worin den Zähler 6, um mehr als eine Einheil übertreifen 
soUy so gelten folgende Schlüsse; 
Der KeUeabnicfa 



*4 + 4-*' 



-l- 1 ... 

hat die Einheit zom Gränzwerthe, weil in ihm aHe Nenner die zugehörl» 
gen Zähler um eine Einheit ühersleigen* Der nneqdUehe Rettenhmch in 

(10) ist also gleich dem folgenden endlichen: 

»1 . (1,) 



»i+i 



1 



Hier ist nun ^* ein Sditer Bmeh« Denn da und ganze Zah- 

len bedeuten und die Zahl 6^ der Voraossetzong nach um mehr al» 
eine Einheil ibertreffte soll» so mufs ai wenigstens ss6s-(*^» ^ 
— 1 wen^tens s 63 -{~ ^ ^9 worans folgt ' 
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eiiJ 



Der KetlMbnieh (11) geliörl «bo nnter diejemgen, dem eingcJae 

ächte Brüche sind , welcfie ganze Zahlen za Zählern und Nennern habei 
Sein Werth, d. h. der des unendlichen Kettenbniches (10), ist demmc 
ein ächter Brach, also von der Einheit verschieden« Ganz ähnüfli 
Schlisse sbd in jedem anderen Falle anwendbar. 

§. 65. I 
1^ Imtioiialitat gemater KcttMbrachc 

Bei den Verwandlinigen gewöhnlieher Brffche in R^ttenbrfi^e fi 

einer gegebenen Form, wie wir diese in §. 65 vorgenommen hatten, kai 
man im Allgemeinen bemerken , dafs früher oder später entweder kein 
brochenes Glied mehr kommt, also der Kettenbmch sich mit daer gania 
Zahl schlierst, oder ein nef^tires GHied entsteht, wenn auch das yorgelegt: 
Schema keines enthält. Diese Erscheinung tritt namentlich immer dam 
ein, wenn die einzelnen Glieder des gegebenen Schernaus ächte Brück 
find, welche ganze Zahlen zu Zählern und Nennern haben« Man Skr 
aengt sich hiervon leicht durch den Versuch, einen beUebigen ächten Bntd 

j im einen Kettenbmch voa der Fonn 
in welchem die einzelnen Glieder 



3 



sammdich ächte Brüche sind, zn verwandehi. 

I. Wir wollen zuerst voraussetzen, dafs die Glieder des Ketten- 

B 

bmehes sämmtlich positiv sind« Soll nun ^ m einen KettenlMPUch van dcf 

obigen Form (1) transformirt werden, so mufs man dem znyördent 

den Zähler verschaffen und dann seinen Nenner in zwei Theile zerle- 
gen, von welchen der eine i^t. Diels geschieht durch folgende Aedi- 

BOIIgS 
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3 

Soll diefs gleich dem in (1) stehenden Aosdrucke sdn, so felgt danuis die 

Gleichheit der Nenner, also 



und wenn wir der Kurze we^pen 



setzen, 



C b 



B I *3 



«» -J- • • • 



Es ist üemer 



B'^b^B 



und wenn diefs dem Kettenbruche in (2) gleich sein soll, so folgt 



b^B 



oder 



b^B^a^C _b^ 



• • • 



• • « 



ond wenn wir 

setzen, 



"4 + 

*,* — «jC = D 



(») 

<»» + 



• • • 



«4 + 

Ibn übersieht leieht,'wie sieh dieses Spiel fortführen liellie. Werden 

nämlich die Zahlen C, D, £, . . . aus folgenden Gleichungen Mimnit: 

ScUtailch AMdjna L 20 
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u. s. f. 



SU ist 



• • • 



«3 + • • • 



* ■ • • • 

«4+ 



(6) 



(7) 



«ö + ••• 

u. s. w. 

Nun eonvergirt aber der uneiidliGhe KeUenbroch 



+ 



3 



«8 + • • • 

ganz sieher 9 wenn überhaupt immer ist, weil dana gewiDi 

•«+1 

ist, und sein Gftnzwerth mnfs ein äcbter Bruch sein, wdl er ideiner 
der erste rföhemngsbnich und dieser selbst ein üchter Bnteh sL 

Wollen wir also in den unendlichen ReKtenbmch (4) yerwandchi 

so Boiii ein äehter Brach sein. Die nkmlichen Schlüsse sind alw 



auch auf die Gleichung (5) anwendbar. Hier ist ebenfaUs der Kettenbndi 
rechts ein unendlicher oonveigenter und sein Griinzwerth ^ 1 . £s ist 
C 

also auch ^ ein Hchter Bruch. Ans den n&nlichen Gründen sind femcr 

D E ' 
die Brüche 2J u« s. f. ächte Bruche. Hieraus folgt ouu der Reibe uacfi 
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J^B* B>C, C>i>, ß:^£ tt. f. 

•der 

Die Zahlen C, . . . bilden also eine anendliche abnehmenfle 

Reihe. Sie sind aber aach sämmtlich ganze Zahlen, wie man sogleieli 
■HB ihrem ol»eft angegebenen Büdungigeietce ersieht Wenit aber dnb 
Reihe yon positiven ganzen Zahlen Ins Unendliche abnimmt, so innfs sie 

an irgend einer Stelle ins Negative ffbergehen. Diels kann entweder mit» 
telst eines Durchganges durch die Null, wie in '* 

6, 4, 2, 0, —2, —4, ... 
oder mit tlberspringong der Null, wie ia 

5, 3, 1, —^Ij —5, ••• 

geschehen. Im ersten Falle müfste also eine der Zahlen Bj^ C, D, 
• • mitbin auch einer der Brüche 

B C D E . ' 

d.h. dner der .Rettenbrücbe: 



tl: it </ 



^t-T ^ I . «a + r" 



■y 



' , > r- , u. s. f. 

I • • • 6 I • • • 



gleich Null werden, was ificht möglidi ist. 

^ Im zweiten FWie mufs in der Reihe A, B, C, D,,..M; N, P,i\ , 
eme der Zahlen, etwa M, die letzte positive, nnd die darauf fplsende N 

N 

die erste negative, also der Quotient -o negativ sein. £s rnnfste also 

amb der entsprechende Kettenbrach, etwa .i' . . . 

^» » ■ • • • '•' 

• + i — 31 — 
ttoen negativen Werth haben, was nnmöglieh ist. 

Ans diesen Betrachtungen folgt nun , dafs es nicht mqgUeb ist^ einen 
rationalen aebten Bmeh in einen onendlidien ftettenbmeh za verwanfdeh, 
dessen Glieder ächte Brnebe sind nnd ganze positiv^ Zableii zn Zihleni 
nnd, Nennern haben, weil früher oder später ein Glied erscheint, dessen 

20* 
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Zähler die Null oder eine negative Zahl isL Man übersieht auch gleich, 
dals dieses Glied um so früher eintreten wird, je kleiner die Zahlen A und 
B selbst sind» weil dann die Aeihe D, • bald ins Negative 

iiberlritt, dafs dagegen für sehr grofse A und B viele CHieder des Ketten-^ 
bruches positiv sein können, weil die Reihe A, B, C, . . ., wenn sie 
boch anfangt 9 lange zu laufen bat, ehe sie das Gebiet des INegatiyen 
fireiebt. 

.W»im4d)er mm mwgetehrtcin mieadlidier Ketteabnicli.TOii der Pom 
gegeben wird; 



worin — , — , — , . . . sämmtlich ächte Brüche, a, , a« , . . . b^^ 
<*i <*a *8 ' 1 ^ 1^ 

^«9 • • • ganze positive Zablen sind, so kann derselbe niebt einen ratio- 
nalen ächten Bruch zum Gränzwerthe haben , weil sonst gegen die Vor- 
aussetzung ein negativer oder ein sich annullirender Zähler in demselben 
vorkommen müfste. Aber -der gesucbte Gränzwerth ist sieber ein äcbter 

Bruch, weil er unter dem ersten Näherungsbruobe der selbst acht ist| 

liegen mufs'. -Es kann foIgUeh der Nähemngswexlh des ganzen nnendli- 

chen Kettenbruches kein rationaler, sondern er mufs ein irrationaler 
achter Bruch sein. Diefs stimmt auch .ganz zu der Bemerkung, dais der 

aus entstehende Ketleubruch desto mehr positive Glieder enthält, je 

B 

gröfser A und B sind. Bedeutet aber einen irrationalen ächten Bruch, 

so sinj jD nnd A unendlieb grofse Zablen; der Anfang der Heibe A, B, 
C, . . . liegt also über jeder angebbaren Zahl (wie bei der Reihe der na- 
türlichen Zahlen , rückwärts genommen) und folglich kann die Reibe A, 
B, . • . selbst ins Uaendlicbe Men, obne negatiT za werden. 

IL Ganz Shnliehe Betrachtungen lassen sieh für diejenigen Retten- 
brnche dnrchfobren, in denen aüe GHeder, mit Ausnahme 4es ersten, ne- 
gativ sind und ganze Zahlen zu Zählern und Nennern haben, vorausgesetzt 
^Aocb, dafs von irgend einer Stelle an die Nenner ihre zugehörigen Zähler 
'fun nD^hr als eine Einheit 

Ist nündieh 
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(8) 



a. 



der gegebene unesdliche Kettenlinieb, in wdehem 



*!*>!< 

*1 



ächte Brüche, a^^ o^« • • • hx» h^» • • • guise posiüye Zahlen siad, so 
würde der Versuch, eken ratipnalea Bruch ^ in jenen Kettenbroch xn 
verwandeln, zu folgenden Rechnungen veranlassen: 



B 

soll iBeft i^cb den Rettenbmclie in (8) sein, lo folgl 



"TT" — •l"^"^ 



fl i. 



B *3 



Um • * . 



oder für 



a^B — b^A^siC 



Ferner ist 



B'^b^B 



€ 

und wenn diefs gleich dem KeUenb(uche in (9) sein soll, so miifs 

b^B b^ 

ö» 1 

oder für 



«4 — 
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0. * 



I 



(10) 



4 

eeinw Ebenso wMre femer f8r 

E 

a ^— 



U. 8. W. 

Voransgesetzt nuiiy dals in allen den einzelnen KeUenbrüchea 

*1 *s 



n. s. f. 





• • • I • • • 

die Nenner ihre entsprechenden Zähler um mehr als eine Einheit über 
steigen, so sind die Wertbe aller jener Kettenbrüche , mitbin auch dit 
Brüebe 

B C D E 
5' B* C' D' ' ' 

positiv und kleiner als die Einheit, mitbin 

^>Ä, C::>0, ß^E u. s. f. 

Hier sind um ganz die nämlichen Schlosse anwendbar wie 
welchen folgt, dafs eine der Zahlen B, C, . gleich Null oder m- 

gativ werden mui's, was nicht sein kann, weil alle die einzelneu Ket- 
tenbrüche 



a 2 3. 

* «• «s 



u. s. f. 



|K)sitive ächte Brüche zu Gränzwertheu haben. Es ist also die Voraus- 
setzung, dafs der unendliche Kettenbruch 



T 



►1 ^ ... 

einen rationalen Bruch zum Gränzwerthe habe , falsch , und er bat dem- 
nach einen irrationalen Gränzwerlb. 
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Diese Betraehtongen würden «Iwr nur thellweise passen , wenn von 
irgend eioer Stelle an die Nenner des Kettenl»mches ilire Zähler nur um 
eine Sinheit überstiegen. Wäre z. B. der Kettenbrucb von der Form 

*i 

a 



... 

WO ilur die ersten zwei Neuner ihre Zälüer um meiir als eine Einheit ^er- 
rtdgen , so setse man den Werth desselben s ; man hat dann fSr 



A 



*.+*- 



and für 



B ü D 
Nun ist der Reihe nach ^ ^ 9 £^ ^ ' ^^^^ c ^^^^^ ^ ^ ' "^^^^ 

GnUizwerth des ent^reehenden Kettenbraches die Einheit ist. Man hat 
also 

Hier geht also die Abnahme nicht ins Unendliche, sondern nur bis zu ei- 
ner gewissen Stelle. Es sind also die weiteren Schlüsse nichti wie vorfainy. 
anwendbar; dagegen hat man wegen D =r ü auch 

a^C^b^B = C 

folglich 



femerj 



— 1 



woraus 
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B _ (a^ — 1) 

folgt. Diefs würde man auch unmittelbar erhalten , wenn man bemerkte, 
dilB der ia Rede stehende KeUenbnich dem folgenden 



gleich ist und diesen einrichtete. 

Fassen wir nun alles Bisherige zusammen, so können wir das Theo- 
aiis8|ireehen: 

Wenn in dem nneodlichen Rettedinicbe: 

h 



2 - Ö3 



alle ebzelnen Glieder ächte Bräche sind, welche ganze Zahlen zu 
ZShlem nnd Nennern haben , wenn ferner von keiner Stelle an der 

Gränzwerlh des übrigen unendlichen Ketlenbruches der Einheit gleich 
ist, so bat der genannte Kettenbrucb einen irrationalen ächten Bruch 
zom Griinzwerthe. 

Wir werden später Ton diesem merkwiirdigen Salze einige Anwen« 
dangen machen. 

§. 66. 

Yenrandbiiig too QaAdntwimdn in Kettenbradie. 

Eines der einfachsten Bnspiele für die Verwandlnng der Fonktionen 

in Kettenbrüche bieten die Wurzeln der algebraischen Gleichungen zwei- 
ten Grades dar« Soli z. B. aus der quadratischen Gleichung 

ars + 2<up=:& (1) 
X berechnet werden, so findet man erstlich anf gewöhnlichem Wege: * 

jr = — a + V^fl^ + b (2) 
Man hat aber auch aus (1) 

x(2a-|-jr) == b 

' = 5iqp 

Snbstituirt man hier für das x im Nenner den ganzen für x gehenden 
Ausdruck, so erhält man 
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* = j 

Hier kehrt das x immer im Nemcr ineder} substiUiireB wir daher ooeh 
ciiimal den Werth desselben ans (S)» so wird 

(4) 

+ X 



2a -|~ ' 

Hier Kefse sich das Dämliche Spiel wiederholen und dann immer fort ins 

Unendliche. Dabei entsteht aber eine wichtige Frage. Man bekommt 
nämlich immer längere KeUenbrüche» also auch immer mehr Käherungs- 
hrüehe: 

J J_ 



■ 2a 

Tiüte mm hier der günstige Umstand ein, dab mah sich durch die soeeessive 
Berechnung dieser Näherungsbrüche dem Werthe ar = — a + V^a* -|- h 
,(wo das Vorzeichen noch zu entscheiden ist) mehr und mehr' näherte und 
zwar bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit, so würde 
man offenbar sagen kdnnen, sei der GriUizwerth des onendliehen Ket- 
tenbniehes 

b • 



' 2a-J-... 

und könnte also ohne Weiteres das im Nenner beständig wiedeikebrende 

X [(4)] weglassen. Derselbe Gedanke läfst sich noch schärfer so aus- 
drücken: wenn jeder der beiden Kettenbrüche 

2« + 

2a + 



und 
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b 



2a -f- 



(6) 



+ . ^ 



n Glieder eulhäil, uud die Diferenz zwischeu ihnen bei wachsender Glie- 
deranzaU » kleiner als jede noch so kldne aqgebkire Zahl gemacht wer- 
den kann, so ist bei ^onendlieher Forlsetzong der 

b 



Lim 



3a + 



2fl 4" • • * 



= Lim 



wobei sich das Zeichen Lim auf das unendliche Wachsen von n bezieht. 
Man kann also dann auch in dem ersten Kettenhruche das x wegkssen, 
weil sein Einflola bei wachsender Gliederzahl sich der Null nähert. 

Wir hätten also 2sa ontersnehen, ob die Differenz zwischen den Kel- 
tenbruchen (5) und (6) bei zuiefamender Gliederanzahl kleiner als jede 
angebbare Gröfse werden kann, oder nicht. Wir wollen aber diese Un- 
tersuchung gleich viel allgemeiner halten und fragen, unter welchen Um* 
ständen die Differenz der als »gliedng vorausgesetzten 



"iH — 



I ^3 



und 

*, 



(«) 



+ I ^ 



i wachsenden % unter jede noch so klein gedaehle Gröfse berabsinkl. 
In dem ersten dieser Rettenbrifehe bezeichnet einen durch den Verlauf 
der Rechnung hereingeführten Rest (wie vorher das x), der im zweiten 
fiettenhruche w^elassen ist. 
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Einen von den Fällen nun , in welchem die Diflerenai zwischen den 
Kettenbrücben (7) und (8) beständig abnimmt, kann man leicbt im Voraus 
absehen. Nähert sich nämlich der Hest für wachsende n seihst der 
Noll, 80 differirt offienhar der leiste Nenner in (7) immer weniger von dem 
letzten Nenner in (8), folglich, da in beiden Kettenbnichen alles Übrige 
gleich ist, auch der ganze Kettenbruch in (7) immer weniger von (8). 
Diese Differenaimurs sich aber* auch so klein machen lassen, als man wül^ 
weil wegen des nnbegränzten Ahnehmens von der Fehler ^ den man 
begehl, wenn für Oh -|-r« genommen wird, kleiner als jede angebbare 
Grofse werden kann. 

Aber es giebt noch viel glücklichere Fälle , in denen die Differenz 
swiseben den Kettenbrüchen (7) nnd (8) unter jede noeb so klein gedachte 
GrSfiM herabsinken kann, wenn man nur die Gliederzahl n binradieDd 
grofs werden lüfst. Wir wollen diefi» aof folgendem Wege imtersnchen. 

Bezeichnen wir die Ketleobrüche 



nil £»=s Ps=:s, ani den Rettenbmeb in (8) mit so ist nach g.es 
Formd (1) 



'n—t, 



p 

Der Kettenbrucb (7), dessen Werth durch angedeutet werden möge, 

entsteht aber ans dem in (8) dadnrcb, dafs man a^'\-r^ für setzt; 

es ist also 

K __ K + rjp^, + KPn^ 

mithiD, wenn man fBr udA 9« ihre Warthe ans (9) setzt, 

Pn_^ Pn+Pn-irn 

Um mm die Differenz der Kettenbriiehe (7) nnd (8) in Reehnmig zu be- 
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kMUiico, zieheo wir bddcrKits ^ ab. wodnrdi bei Aeduklion aaf A 

9» 

cheo Nenner zum Voncbein kommt: 

Q» f. 



£a iai aber ferner 

P» Pf^t Pn y »~i — 9nPn^i 

folglich durch beiderseilige Multiplikation mit 

(Pm A Pm — M^^x 

' X^n 9m 

Hier iaI die rechte Seite nichts Anderes, ala der xweite Faktor in 
deichnng (10). Snbstitairai wir dort die linke Seite unserer 

für deuseiben, so wird 




Qm u y.-i'-.+ysVy» q^x) ^ ' 

Hier haben wir nun zwei Fälle zn nnterscheiden« 

I. Es sden alle in (7) und (8) vorkonmienden h vnd arilb 

sämmtliche Glieder und Reste positiv. Pann sind auch alle p und q pih 
aitiv und der erste Faktor rechts in (11) ist ein ächter Bruch, der zweile 
eine Grölae, welche beständig abnimmt, ohne daia oe aich jedoch da 
Null zn nähern brauchte (§. 64). Soll aber der gefimdene Anadmek od 
der Null unbegränzt nähern , so mufs einer der beiden Faktoren selbst k 
Null zur Gränze haben. 

Nun läfst aich der erste Faktor auch in folgender Form sehreibei: 

1 

i + 



und wenn die£s die Noll zur .Gränze haben soll; mufs 

Lim Ä 
9m^x^m 

sein. Man hat aber femer 



s !!^&SsriJbi&isi:£ s & -I- ^ Js=2 
^m^xr^ rm^^m'^m-^x 
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fifior ist nun gans dAm lim — =s oo, wenn idum Idm & s=: oo 

isif weil das, was zu ^ noch hinzukommt, um die Gleichung herzu- 
stellen, eiuc positive Gröfse ist. Die Differenz zwischen den Kelleohrü- 
eben (7) und (8) nähert sich also gewiTs der Null, wenn 

Lim ^ Ä oo (12) 
» 

ist , was entweder dadnreh geseheben kann , dafs Idm a^=z (x> nnd 
Idm r„ eine endliche Gröfse ist , oder dadurch , dafs Lim von Null 
yeracfaieden und lAm i\ = 0 ist, wie wir früher unmittelbar bemerkt ha- 
ben. Da der erste Faktor in (Ii) ein äobtw Bruch Ueibl, so könnte 



auch dann werden, wenn Um j^a — ^2=j l, d. h. Xtat A«_, crsO 

würde. Diesen Fali haben wir sehen nntersueht; er ist deijenige, in 
welchem der Kettenbruch (8) convergirl. Die Differenz zwischen den 
Kettenbrüchen (7) und (8) nähert sich also aueh dann der Null, wenn der 
letztere eonvergirt, was immer gesdiieht, wenn 

Lim f^fitfci > 0 (IS) 

ist (§. 64). 

n. Weniger txoMi gestalten sich die Resultate, wenn die Grö^Mn 
9 • ^'n negativ, also alle Glieder, milAosnahme des 

erslea, ne^^aLiv sind und die Kettenbrüche (7) und (8) die Form haben: 

«1 



11 

a- * 



(14) 



a ■* 



• - • . ^ 



«• — '•« 

. «s — 



Hier ist dann 
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K . i^*« />» y—A 

fti — + i^n-J 

oder 

Ji^/Ln=: ! (?_«-?^) (16) 

Hieraus ersieht man erstlich, dafs die fragliche Differenz zwischen den 
KetteDbrüchen (14) und (15) sich der Null nähert, wenn dieü» imt der 
F«^ ist, was wir schon froher niinit^eibar benerkt haheo« Es gieht aber 

noch einen >zweileD , günstigeren Fall. Isl nümlieh der Retlenbrnch (15) 

ein convei^enter, was immer statt findet, wenn seine einzelnen Glieder 
ächte ^jiche ,sind, so M ^an 

Danms allmtt folgt aber noch nicht, dar» der Ausdruck in (i6) sieh der 
•Null ^Dübeft, weil es gei^hehen könnte , daTs in dem ersten Faktor 

9% _ 



mithin 



9n^\ ' • 



sssl 



Um »oo 

wäre. Es würde daua der ganze in Hede stehende Ausdruck aus zwei 
Faktoren zusammengesetzt sein, von denen der eine immer zu-, der an« 
dere' beHtindlg abn&hme, 'tmd es kannte dann d» Produkt eine endliehe 
^Mlie smp'GribiBe haben. Wir müssen daher noch darauf sehen, dafs 

lÄm — ^ — von der Einheit verschieden sei. Sind nun alle Nenner a 

grö£^ als die Zähler was wir der Convergenz wegen voraussetzen 
müssen, so ist jeder Näbenmgsnenner 9,» gr^fser als der vorhergehende 

g»-,*), mithin -5^>l.i)ier5,hindert aber nicht, daf8l«w-^=i 

sei (wie z. B. Um — für wachsende m). ' Femer isl 

m 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

*) Dar Beweu davon, dafs hier immer Qn'^Qn—i laatet knrs: Gesetzt, 
man wiiüste tdu^^ dafa Q«..} ^ 4»— a * mufs auch 
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Da Bim mj^liclier Weise der erste Faktor sich der Einheil aShe^n hMtm, 

so mafs , wenn wir sicher gehen wollen. Lim ^ von der. Einheit vcr- 

schieden, und zwar ^1 sein. Die DilTerenz zwischen den Kettenbrü- 
ehen (14) und (15) nähert sich also anelf dann för wachsende n unhegräozt 
der Null, wenn der Kettenbrueh (14) eomrgirt, was mur mkr dcrfi^ 
dmgung als gewiss behauptet werden kann, da£i alle ^ Biiiehe 



*1 ^2 ^ 
«1 «2 «3 

ganzzahlige ächte sind und wenn zugleich in (14) Xtnir« 



i ist. 



Behren wir nack.diesia UntetMinugBa tn» dn' JRilttaihribiien (5) 

nnd (6) zurück, so können wir jetzt die Sache leicht entscheiden. Die- 
selben enthalten nur positive (xUeder nnd der in (6) verzeichnete conver^ 
girt, auch wenn er ins Unendliche fortg^etzt wird, weil in ihm gemäla (13) 



Lim 



0 



ist und zwar fSr jedes und'^^ da wir den Fall 6 = 0 von selbst aus- 

schliefsen. Nach den Regeln unter 1. sind wir also herechtigt, den in (5) 
Torkonunenden Rest x bei unendlicher Verlängerung des Ketleiibruches 
wegsnlaaseo. .ISach .(4) ist i|h^'4«i^/W^Mi jios^K«tte9l9ni^4i«# (6> m 

Bein. Denn da wir a„ ^ und beide als ganze Zahlen voraussetzen, so mufs an 
wenigstens um eine Einheit ^ »eip. ,VV'ä^ im w^uu^^&Uq, l^nzk"^ 
b 

•o Ware - — "-r » 1, also die olnge TJngl^diapg .richtig { ist aber a« am mehr ab 

hm. 

eine Einheit tou verschieden,, «o ist i o . ein achter Bmch, also 9»— i um so 

mdir grjfber ab da thiSi |rbf| 7n , , da es acshoa grofser ab das ganae top- 
ansgfsetat niid. Aus jener Un^eidiheit folj^ nnn (Sn — J) fn—i >>b|»9«^ oder 
OnQ«.! — bn9»— t ^ 9»— 1* odar rennöge de8.|irq^t]ies dicrlidlceo Seite ^ 9ii~i* 
Ist abo 9,^1 >^ 9,1^, , so ist anch >- Man hat aber q^maa^t 9s ^ 

— b, ; femer offenbar ^ tXj ^ a^, ausgenommen im Falle b o, «^2$ 
da aber o, ^ ist, so hat man 'gewifs in jedem Falle ^ <>i "t* » oder 
öl üg — 5, >. , d. 1^^, > Qj. Nach dem Tqrl^ b^viMenen'Satat &Igt ann ISr 
M B 3 99 > 9«, dann fär fi 4 > 93 o* f>» abo Jb^rfaaapt 

9i < 9» < 9a < 94 ••• . 
IKe Nenner der snccesnven Näherungsbniche bilden mithin teine steigende Reihe« 

w. X. b. w. • ' • 1 ' * J . '.. 
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jedem Falle , wie lang er auch sei, =sx; da nan der Gränzwotk^ 
Kettenliraclies (5) von dem des Kettenbniches (6) nicht Tersebiedoi i^l 
haben wir auch 

b 



9 SS 



mid TermS^ des Werlhes tob ans (S) 

». + —-, 

ffier ist noch zu entscheiden , wekhes Vorsttchen die Wurzel belosm 

soll. Es erhellt aber auf den ersten Blick , dal's nur das Pluszeichen : 
braucht werden kann, da der Gränzwerth eines aus positiyea Gliedern ^ 
fcildeleB Kettcnbniobes nicht negattT sein kann« Wir eriialtea dfimiirfc 

|/iqp==:« + J ^ ^ (17) 

' 2a -J- ... tu ta^ 

BOttelst dieser Pomd' ist es sehr Imeht, irrationale Wurzeln in Rstta 

brüche zu verwandeln; man hat hierzu weiter nichts nöthig^, als die ZaH. 
deren Wurzel gesucht wird, in zwei Theile zu zerlegen, von denen k 
eine ein QnadnA ist. Z. B. für kann man asS» 6 s 11, ods 
a SS 4 , 6 s= 4 nehmen, wodurch man erhak ' 

11 



V20 sss 5 4. 



11 

6 + ~ 



8 • • • 

Bei wirlficher Berechnung ist es natfiriich vortheilhaft, fak" 0* 
gröfste in der gegebenen Zahl enthaltene Quadrat zu nehmen. 

An der zweitea Form für 1^20 kann man die Richtiglceit des s 
§• 65 bewiesenen Theoremes erproben, ans der ersten* dagegen «M 



r 
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dafs man den genannten Satz nicht etwa umkehren und sagen darf, wenn 
man schon weifs , dafs der Gränzwertii eines unendb'chen Kettenbrucbes 
irrational ist, so müssen die eiozelaea Glieder des leUtereo ächte 
Briieho sein« 

Wählt man a und h so, dafs Va'^-\'b rational wird, so kann üa, 
nicht ^ h sein , weil sonst der Gränzwerth des Kettenbruches gegen die 
Yoraussetzung irrational seio^miüste. DieTs sieht man auch leicht auf an* 
teem Wege em. 

Die Formel (17) gill übrigens nicht nnbedingt fiir negative h, weil 
die Erlaubnifs zur Weglassung des Restes x durch die Betrachtungcu un- 
ter I. erwirkt wurde, welche alle a und b als wesentlich positiv voraus- 



man dagegen die Gkichnng 

jP* — Sttrss— ^ (18) 
durch Kettenbrüche aufzulösen , so stünde die Sache so. Algebraisch er- 
halt man 



x^a±ya^^b (19) 

da|;egen ist ancli aus (18) 

2fljr — x^z=ib, oder (2a — x)xz=b 

mithin 

b 

Siibslitiiin man für x seinen Werth mebnnals nach einander, so hat man 



9 = 



b 

Sa — 



2a 



Sa 



Sa — * 

41. S. f. 

Wir haben nnn zn entscheiden, in welchen Fallen es hier erlaubt ist, 
i nnendlicher Fortsetzung des Kettenbrucbes den immer wiederkehren- 
den Rest X wegzulassen. Nach den Untersuchungen unter II. mnfs nnn 

entweder x sich der Null nähern , was hier nicht der Fall ist , oder der 
Kettenbruch mufs convergiren und x von 1 verschieden sein. Da wir das 
Letztere allein branehen können, so mnfs Sa> 6 sein, weil wir nar in 

I. Sl 
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Hemm Pale te Gtavergens nehcr ind zugleich maik d« h« 

n ± l^a* — 6 , von der Einheit yerschiedeii sein. Aus der lelzteren öe- 

diii|;oog folgt hier V^a* — &S ^ — a oderSa$6-(~^9 niitfaiiiy weil nach 
dem Vorigen 9a nieht ^ als b-f-i sein kann, Sa ^ d -|- 1« Wir ha- 
ben also, QDler der Bediogang 2a ^ 6 -|- 1, 

k 



2«- * 



«dar 



Sa — 



Sa — 



2a — 

WO noeh das Vorzeieheii des Radikals bestimml werden nmTs. .Aiese Be- 
stimmung ergiehl sieh ans der BemeriLung , dafs der Grilnzwerlh des gan- 
zen Kettenbruches ein achter Bruch sein mufs, weil die einzelneu Glieder 
es sind. Es darf demnaoh nur das untere Zeichen gebraucht werden, und 
daraus folgt i* 



b 



V^Ä* — ^ = a j (90) 

2a— j 

Sa — 



Sa — «.. 

wobei nach dem l^niheren die Bedingung 

2a>^4-l 

slalt finden nnls. 

Ist 2a = b-\-i, so ist nach früheren Untersuchungen die Einheit 
die Gränze des Ketteobruches ; da diefs zufällig auch aus der Gleichung 
(20) folgt, so gilt nun dieselbe unter der Bedingung 2a±b-^-i. 

Nimmt man aber Sa ^ 6 -|- 4 , so kann man gar nieht mehr die Rieh- 
tigkeit der Gleichung (20) behaupten; ja sie führt dann sogar auf Wider-' 
spräche, s. B. für a 2= 3, b = ii würde herauskommen 

Ii 



2 = 3 — 



0 .* . • 

Hechts stehen aber nur reelle Gröfsen; AUes, was aus Subtraktionen und 
DivisioBea mii diesen faeitvefgefat, mofs ebenCalls ODoell sein, gkichviel« 
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oft jene Rechnangsoperationen angewendet worden sind. Es müTste 
Iso nach der obigen GleichuDg eine unendb'che Reihe von reellen Grö- 
ben — die NäheniDgsbrücbe des Kettenbracbes sieh eiaer 
ben Zahl als Giaiize wSbm^ im tö% absard ist*). 



Capitel XVIIL 
Verwandluag voll Reihen in Kettenbrüche. 

§. 67. 

VemandluDg einer Reihe von sehr allgemeiner Form. 

Es sei folgende Reihe 

gegeben, in welcher f{a) eine so weit beliebige Funktion bedeutet, dals 
die Reihe» ins Uaendliehe fortgesetsEl, eine oonvergirende ist, deren 
Snmme mit F(a) bezeidinet wird, und die- Forderung gestellt, die Somme 
F{a) in Form eines Kettenbrucbes darzustellen. Man gelangt dazu durch 
folgende Betrachtungeu : 

Es folgt aus der Gleichung (1), wenn man a-|-l für o setzt» 

und durch Addition der Gleiiabungen (1) Mnd (2) /; . . 

" 

*) Mm UliHito flüdi Ufr Sfanlidi ith .hä ßem iimsa^ Bä9m iiti^^ 
mtiOm, daTa man einen Untenoliied zwischen der ersengendea Fankttan einee 
Ketteabraches ond denen Grinzwerthe madite, and den Kettenbräch ak |Be Enttn- 

ckelung der ersteren ansähe, für die man im obigen Falle — 2 zn nehmen hatte. 
Dann ist aber wenigstens Eines falsch , nämlich das Gleichheitszeichen. Znr Beseich- 
nang eines so unbestimmten Zusammenhanges wie der analytischen Entwickehmg darf 
man nicht das ganz bestimmte , unzweideQtige kLentHütsseicbea braodien wollen ; will 
man dag^en setzen ' 

II • • • ' 



6 — . 

M kann Niemand «tints dagcfw haben, 4Übcr mit dieser Weisheit ist anch far smhU 
aDzo&Dgen. 



% 
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*•(«) + (5)») 
HiMVLtts erhält man leicht 



und 



feraer 



^ ' /(«) 

« _ ♦ /(«) • 

F(f^ 1 — /(«) F(a + i) 



^ ' — 1 — /(«) /•(« + 1) 



m 



*) 'Dieae Folgerung würde mmchtig sein, venu die Rohe (1) nidit conTergiite. 
Bcurichmn wir nÜinUdi mit ^^(a) die Samoie der n entea Glieder m» jener Reihen 
aoltt 



1 1 ( 1)**— » 

•r(a+i) = jj^) - + ... + T^iqpi^- 

and deiau folgt 

Ist nnn die Reihe (1) convergeat, so hat man Lim f (a) ^Co')« läm F'ipL'j^l) 

f 4\n — i 

M vA'Iän \ j —0^ und in dieeemFeille criiflt man dwdiübefiuig 



zur Granze für wachsende ti die Gleichung (3) ; divergirt dagegen die Reihe (1), ao giebt 

CS keine Gränzen für jT^aj and t^ijx^^i) and sogleich iit w^ea des ZeiehenwediMk 

(— 1 * 
lin — . — r- TOD Noll veni^eden, darf also aiciit weggelaMen werden. • ^deicli» 

wohl hat sich namentlich Euler diefs erlaubt und glaubte hierdurch divergente Rei- 
hen in Kettenbrüche verwandelt und aus diesen die Summen jener abgeleitet zu ha- 
ben. In der That aber hat er gar nicht die divergente Reihe, sondern diejenige FunlU 
tion in einen Kettenbmch transformirt, aus welcher man durch irgend eine Rechnung»- . 
Operation die divergente Reihe bei willkührlicher Wegwerfnng des Restes entwickeln 
kann« Der erhaltene Kettenbroch steht dann zu der Reihe in demselben Verhältnisse 
wie jene ersengende Funktion, d. h. er ist der Reihe nicht gleich, sondern es Hndefc 
Uoy tia» geiriste oberflächliche, sehr anbestimmte Beziehong awischen beiden Ausdru- 
cken statt, am ür.dk Zwecke der Analjus aiolit der ipnnngrte Aafadikife an 
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lüefs lä(st fficli auch in folgender Form schreiben: 

J__/^^_ M. (4) 

Setasen wir hier 

i^, -/(«) = ♦(«) w . 

so ist ' • . 

ond wann wir diese Gleiehangen in (4) snbstitniren, so evgiebl 

Ii — * * 
^ . /(«) 

1) -/(«) + iK«+ i) 

Ebenso ist «idi . 



I ,v yttf+2)* 

. 

^«-t-» "/(« + ») + 1) + ^« + ») 



SohsülnreB wir in jede dieser GkicbangeB die denof folgende, lo cr- 
giebk sieh 

^(«) 



' Ans der CUeichuDg (5) folgi nun « 
mithin durch. Einführung des iiir ^(a) gefundenen Werthes 



Digitized by Google 



ßfi^M— — 



'TA«+«)--yi«+»--*)+^«-H») 

Dieser Kettenbrach ist demnach auch gleich der in (1) aufgesteiUeit un- 
endlichen Reihe« Qeaeichnen wir f(a)^.f(u'\'i)f + . • . knrs 
^of ^ly . . • so isl jetst 

< ' 1 I i 1 , 

1 r««' 

«0 «i H H Ul) 



• . . ^ ("«-1)* 



wobei nach (6) 



1 1,1 

mtm «MM • • • 



(«) 



Es üe^ hier der Gedanke sehr nahe, den Kettenbruch ins Unendliche 
forhrjaefiin, Dafui. k^beu war nna vorarsi nach j. 66» L die lürkuhniA 

anszttwirkeo, welche für die Fälle Lim ^ = 00 oder Um ^ 0 

besteht. Die Entscheidung , unter welchen Umstanden die erste Eigen- 
schaft unserem Kettenbruche zukommt, würde hier, wo r„ selbst in Form 
einer unendlichen lleihe erscheint, sich nur schwer mit besonderer Ge- 
nauigkeit geben lassen wir halten uns daher an 4as zweite Criterinm» 
.Wiehes in unserem FaUe Ton leichter Anwendung ist. Nach demselben 
mTs 



*) Dorck die Benerkang, dalli ^ — 1- i-— — . . . ^ ^ und 



vt, Ibhui mm xww swdl GrÜnsen finden» swisdien denen ^ liegt; diese dnd aiber so 
weit von einaader, dafs sich au» ihnen die Jt'alie nicht absehen lassen*, in welchen 
lim ^«»oo 
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sein, wenn wir den Ketteobraeh ins Unendliche fortsetzeD wollen « ohn^ 
anf den Real Rückiiehl zn neluntii» ^e anljieiteUte Bedii^;inig wird 
aber erfiOII, wenn 

•il. Ueni Mi tel ^ten Mcb 



uud 



^ ;^»±i "iH.1 — . ^y ^. £fin V> ^ '^ g ^ 0 (Ii) 



weil vermöge der Convergenz der Reihe ^ yiad folglich ~t^ ^ i 

Ist und auch, bei wachsenden n nieht Ueincr «Is 9te Einheit werden kaniii 
Durch Multiplikation der beiden Ungleichopgen (10) und (11) erböJX man 
aber sogleich die Bedingung (9)* Um nun die Ungleichheit (10) seu erfül- 
len, bringe man dieselbe in (Ke Fem 

es folgt d$ma da^ui , . 



Lim <^ 1, 



Wir beben demnach ans (7) für 

• w. J=i<:i (w) 

«0 «1 ' «» l 



«•+• 



•^e — + 



Ein passendes Beispiel biUet hier ss ss 4, ««.ss a n. s. f., 
wodnreh man einen unendSehta Ketlmdmicb eriiilt, dessen: Gfinzwerlb. 



~ ist. 

3 
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Wollte man z. E. s 1 , «1=3, a 5, ... überhaupt s 
2ii4-l setzen und daraus folgern, dafs 

n ■ i 



sr~Y~ • • • 

sei, so würde man gar keine Garantie für die Richtigkeit des Resultates 
haben. Denn da hier die Bedingung (19) nic|it erfüllt wird, indem 

ist , so ist hier die Weglassung des Restes in (7) ganz willkührlich und 
durch nichts motivirt. Da man sich also ganz aufser Stande befindet^ 
dm üinflnlli beiirtheileii, wekhftn diese Weglamag iMdiw Jumi» so 

darf man auch gar nicht behaupten , dafs - dem fraglichen Kettenbruche 

gleieh, d. h. sein GHinzwerth sei. IKefe zeigt sieh noelf anffaHender 

an der Thatsache, dafs man unendlich viele andere Brüche in denselben 
Kettenbruch verwi^deln kann, sobald man hi^ ebenso willkührlich wi« 

22 

dort den Rest über Bord wirft. Nimmt mau z. B. uäberuDgaweis -y für 
«, also ~ für ^, so ist 

II i 1 



14 14 _ 3 

Ti * + ri 

3 1* 1'^ 



5 3« 5* 



17 5* • 5« 



* 12ä « I ?1 
17 •17 
v, s. f. 



') Difie RdatioB wurde suent von Lord Bromüwr gtgeben. 
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Substitoirt man in jede dieser Gleichungen die darauf folgende, so ergiebt 
sich bei wiilkährlicher Weglassuog des Kestes 

11 1 



(«) 



2+ ... 

und dieses Resultat steht mit dem in (14) erhaltenen aaf ganz gleicher 
Linie der Sieherbeit oder viebMhr Unsieherbeit. Die Anflösimg des Wi- 
denpmchs, welcher darin sn liegen scheint, dafs der nlnliche Ketten- 

TT 11 

limeh zugleich die Warthe - und — haben soU, beraht ganz ein&eh auf 

dem Umstände, dafs der fragliche Kettenbruch ein diveigenter ist, in wel- 
chem die Giinzwerthe der rahemngsbrfiehe gerader nnd ungerader Ont- 



nnng von einander verschieden sind. Alle zwischen JUm und 

Um — iiii^enden Bräche lassen sieh bei wilikührlicher Wegwerfung des 

Restes in jenen Kettenbruch verwandeln, aber man ist dann auch nicht 
berechtigt, einen solchen Bruch dem Kettenhmehe gleich zu setzen, mb- 

dem man darf nur schreiben, wenn ~ den umgewandelten Bruch be- 
zeichnet, 

was analytisch sehr wenig besagen will. £s sind daher Relationen wie 
(14) und (15) aus der Reihe der Gleichungen und der analytisch be- 
deutsamen Resultate ibeilmupt zu streidien. 



Yerwandliiiig eiaer «ndarai Reibe von allgeincuur Fom« 

Es sei 

11 1 

''^"^ '^yw"/(«)/(«+4)+/(«)/(«+i)/(«+«)'"''' 

wobei die Reibe rechts als eonvergenle vorausgesetzt wird und F(a) 
in einen Kettenbruch zu verwandelnde Summe. Man hat hier auch 



/(«+!)/(«+») '^/[«+ !)/(«+»)/(«+«) 
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und weDD diese Qeichaiig mit mulüplizirt und za (i) addirt, 



oder 



HieniiM folgt der Reihe nach 

JL — 

Fi») i^F(a+l} 

JL _ A«^ _ywz^?Lti) — /(«> . 

oder aocb 

1 - /(«) 



(3) ' 

Setzen wir zur Abkürzung 

SO stdjk sieh die CUeicbnng ($) in fo^de Fom 

Hieraus folgt, wenn man der Reihe nach »-^if «-{-S« ••• i 
fiir a seüt, 

. L./W- 1> 



Sobslituiirt man in jede diese« GWehhngten die vorhergehende, so ergieht 
sidh aus (5) 



*) Es gilt iiier enie ähnlidie Btmn^aong urit mr ddchiiog (3) un voriigm P«ni» 
grapheo* 
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/(«+!) 

)_ 

+ ♦(«+») 



und wail «u (4) 



/(o> + *(«) 



Bezeiehnen wirktinia'/^(a), /'(a-f'^)» • • • mitfo/^t» 

. . . and ^(«-f- fi) nit €0 ist naoii (1) 

L_JL4._! L_+... 



«»0 + 



Dieses Resultat Mit sich fibrigens aaeh tas ded Caeiehnogen (7) liid 

(8) des vorigen Paragraphen ableiten, wenn man dort Uq=;=Vq, ä 
^0^1 > ^a = ^a^i^a ^ ^* ^eizt, dann ia dem KeUenbrucbe so viel als 

möglich hebt, und zuletzt = setzt. 

• Man kann daber aueh die Convergenz des vorliegendeii Ketteabrncfa 

nach dem dort gegebenen Criterium beurllieilen und sich hierdurch die Er- 
laubnifs zur Weglassung des Restes verschaffen. WiU man nämlich den 
varliegenden Kettenbnieh ins .Unendliehe foitseteen, so mA nach (12) in 

§.67 x^ ^o^i^a^^-^n-^, ^ ^ Um-<i,M^rLmv.7^i 

sein. Es ist daher für 

• •■• ' . Umf^^i . . (8) 



Oigitized by Googl 



332 Cirp. XVnL VerwMdliiiig von ReOm in KrttobMcbe. 
L^^+-i: ^+... 



»0 + 



''•~"*+^ 7~i r 

" "3 — 1 -|- ... I« i/i/. 



in durch seiae £iiiiiMhbeit sehr liemerkeiiswerihes ReuüUt. 
Für Dp =s 1 , Vi^i, V, = S a. f. f. eriiilt aBii s. B. 

= ^ " (10) 



1 + 



3+... 

mid lür SS 2, 0| SS 4, s 6, =s 8 s. f. 

1 i 

§• 69. 
Die Gaubetdie Reüie. 

Eine Reihe von sehr allgemeiner Form , welche die meisten der in 
der algebraischen Analysis vorkammeadea Keihen als spezielle Fälle ia 
aieli enlhäii, kl die felgCBde: 

"•"l.y 4.2.y(y+l) l.«.S. y(y+l)(>4-2) ' 

welche immer convergirt, wenn x unter der Einheit liegt, aber auch für 
X = 1 in besonderen Fällen noch convergiren kann. Unter Voraussetzung 
üher CoBveifeBi für dta Fall, dafo sie ins Unendliobe foitlaafin. aoUle» 



Pia, |S, y) e= J 
"■"l.y 1.2.y(y+l) 1 . 2. 3 . y(y4-l)(y+2) 

Die Reihe selbst hei die neikwürdige Eigenscbift, da£i, wen aun von: 
ilir ebe ihalieb ^geUdele abnehl, der Rest wieder cne AcU dtneOeB 
Fem Udet Setil nun ninlkh ß+i aDdy + l for/Snnd/, soiift 
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F(«, |3+1, y+1) = 

I , «(N-< ) ^ , «(^^ XN-^ )(.^4-2) . . <^(<^-hi X«+2)(ß+i )(ß4-2)( ß-h3) , (2) 

*+l.(y+l)^1.2.(y+l)(y+2) 1.2.3.(y+l)(y+2)(y+3) "^") 
und wenn man hiervon die Gleiehuog (1) abzieht, so ergiebt neb leicbt 

^(«» ß+if — /^(«, ßf y) = 

y(y+i)L'' i • (y+2) i.«.(y+2)(y+3) "t-'-j 

d. i. 

Diese Eigenschaft läfst sich benutzea , um zunächst den Quotienten der 
Reihen (1) und (8) and dann die Reihe (2) oder,(l) selbst in ebenKeU- 
tenbmeh sn verwandeb. Man erbült nämlieb aA der Gleichong (3) durch 
Division mil ^ + 1 , y + 1) sehr Idebt 

F{a, ß, y) _ «(y--/3)jr 1 ^ 

. y+i)"" y(y+i) ' ^ + y + D 

P+i, y + 2) 

Hier wollen wir der Kürze wegen 

«(y — ß)X Af a \ f.\ 

und 

■ n..7+'. <•> 

setzen« Wollen wir dnreh Einführung dieser AbkfinEiuigen die Crleiebnng 

(4) in die möglichst bequeme Form bringen, so wird es zuvörderst nöthig, 
den auf der rechten Seite dort vorJLommenden Quotienten 

Fi«, jS+i, y-fi) * . 

/5+1, y + 2) 

ehittifalls durch die Fonklion ^ ünszndräcken. Vertansehen wir zu diesem 
ZwedLe die GrSfim « und in der Gleichong (6), so erfaaJten wir 

Da niB aler die Gröfsen « und ß in 'F{a, ß, y) symmetriseh Torkommen, 

so kann man sie ihre Plätze wechseln lassen ^ ohne daTs t\a^ y) sei- 
nen Werth änderU« In der Thai ist . 
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aß «(«+1)^(^+1) . 

* + fT^''+ 1.2.y(y+l) ' +•'• 

«!• h. F(tt^ y) = «9 y) und aas demselben Gninde hat nun auch 
F{ä-\-i, ß, y-|- 1) = F{ß, a-f- 1 , y+ 1). Unter Bennlsiiiif dieser 
Resultate geht die Gleichung (7) in die nachstehende über: 

= f(.+ l,^,y+ 7) 
mm wcMmt dadareh, dab md ^-{-i laid y-f** ^ ^ '"^ ' Mist« die 
folgende enlspringt: 

Der hier stehende Quotient ist aber derselbe, welcher auf der rechten 
Seite der Gleiehung (4) vorkonunt; substilnirea wir also sanen Weitb 
dorl hinein 9 so eigiebt sieh wegen der Abkürzungen in (6) nnd (6) 

oder 

Setzt man hier für «, y der Reihe nach: j^-f-i» y-|~^> so wird 

W+i.«. y + ^(« + 1, y+2) ^''^ 

Sohstitairt man ferner in (8) > y-f-3 «x, so ist 

und wenn man für y in (8) der Reihe naeh /} -f s', a + f + ^ 
einfahrt 9 

Man kann auf diese Weise beliebig weit gehen. 

Will man naeh einer gefundenen Gleiehung eine weitere bringen, so 
substituirt man in die Gleiehung (8) für ix, ß, y der Reihe naeh diejeni- 
gen Gröfsen und in der Ordnung, wie sie im IVenoer auf der rechten Seite 
der schon gefundenen Gleichung hinter stehen. £in paar aUg( 
auf einander folgende Gleichungen dieser Axi würden 
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von welchen die erste als allgemdner Typus für die deichongen (8) und 
(10), die zweite für (9) und (11) gilt. 

Substiliurt man in jede dieser Gleichungen die nächste, indem maa 
hei (8) anföngl und «twa bei (13) aufhört, so «wird 

_ fict-^ny ß^n, y-f 2Jt) 

04-«, y4-2«+l) 

Vermöge der Bedeutung von tlf{a, ß, y) ist nun 

F{a, g+i, y+i) _ i 

/J* y) if<«» y) 

fblgtidi 

p+i, y+i) ) 

/^(«. ß> 7) \ (14) 



^ P> y) 



M /(«+1, P+1, y+2) 
^ /tf+g> «+i> y+^) 

i/;(j3+«+i, a + «, y + 2« + l) 

und dahd sind die verschiedenen Warthe der mit /' hezeichneUa Funktion 
Badi (5) folgende: 

/(« + i,P + i,y+.) = ^^i^^ 

/(/5 + «. «+i» y + 3) - (y + 3)(y + 4) * 

n. s. f. 

deren Gesetz, leicht zu übersehen ist. 
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Um nun den Kcltenbruch (14) ins Unendliche fortsetzen zu können, 
ist zuvörderst noch eine Bemerkung nötbig. Der fragliche Ketlenbrucb 
stdit unter der Form 

1 



4 *o 



1 — • 



1 — (i— ?an) 

Setzen wir hier 1 — ^^„=3r^^, so geht der Kettenbruch ganz in die 
Form des KeUenhracbes (7) in §. 66 üher, und es ist gewifs erUnbi, den 
Rest r«« w^nlassen, wemi sieh derselbe fiir wachsende n nnbegribixt 
Noll nilierty d. h. wenn 

ist. Dieser glückliche Umstand findet aber in der That statt; es ist 



_ F(a+n, ßJ^-n^i, y^2n^i) . 

^ (P+/2 + l) (a+«)(a-f;i + 1)(|3+«+l)(^-f;2 +2)^^ 

l.(y-j-2;i-f 1) 1.2. (y -f 2/?-f 1 Hy + 2 /?4-2) 

1 i ) , (^+«+^ ) 

Für wachsende » ist aber 

Ibiglich auch 

l.(y + 2» + l) ' — l.(y + a« + 2) 

femer ist 
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folgliph anch 

1 . 2 . (y 4- 2ü + 1) + ,2 « + « 

r= Lm (« + » + !) (« + >' + 8) 0? + « + i)tf + i» + 2) . 

1 .2. (y 4- 2« + 2) (y + 2n + S> 

u. s. f. 

Ist ül)erbaapt 

i + + + ^. + + ' ' 

SO ist für wachsende n 

Lim s= Lim F^, Lim =s: Lm F^, I^im (/, rs Lim F^ u, a, ft 
mithm auch 

(4 + + + 17, Tf + . , .) 
= £jk (1 + + + + + . . . ) 

oder 

^i + /V + f^, + A^, + ...'=* 

fol^ch 

j. F(« + W, |3 + W+i, y + 2«+l) ^ 

^»» ^ . F(« + n + 1 , ^ + « + 1 , y+ 2« + 2) ^ . 

Wir könaen also den Kettenbrucb (14) ins Unendliche Iafl8et8eiiiitid ha<* 

hen 4^ vermöge der Werihe von f \ 

F(a, ß + i, y + 1) 

F(a, p • . I ^^jjj 

^ riy+i) 



(y + g)(y + 5) 



1 — 



+ 2)(y + 2 — a):»; 



• - . (y + 3)(y + 4) 

1 — * \ ^ ■ ■' ■ u 

■■.•_••»,* ....... , 

dieses Ae^ta^ M W Japge licjitig,. 4Me\ ^'O?» /J+^t r 4r 
on* ''(«f 1*» y) beaeichnelen Reiben convergir^. , . , . , .i 

adMnllcii AMlfrii L 82 

v 
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Aus dieser sehr allgemeinen, zuerst von Gaufs entwickelten Rela- 
tioo lassen pnk m Kettenbniebe lür «Ua wicbUgslen ia der alu^ebraischeB 
Analysis Tiurkoinmt&deD FimkttoMi 



fi. 70. 

Ketteobfudie for «iaige der widilSgitaft Fonlctknieii. 

I. Nehmen nwia Fo|m1 ^9=0» so wM r) = t 

■Iii es bleibt dec 9iUer;aHeui sieben, $o dalb sieb tyi^ebt: 



X 



4 , (y-f 1— «) 



I — 



2 . (y -f 2 — g.) 

. (y + 5) (y + 4) ' 
1 — 



Spezielle Fülle hiervon sind i eraUich / =s= 0 , «39 — (»^ wodurch man 
links idie^ Binnmirireihti _ und aomil die iitleichnng 

1 



l - X 



(2) 



i 



• X 



2 , + 



2. 0* — 2) 



erhält, welche aber nnr unter den Bedingungen gilt, unter denen die Bi- 
noonafareihe convergirl; zweitens asss^as i- und dabei x ntf^v genom- 
men, woraus sieh ergMt 
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* f * % * a i ^ 4 



1 

1 + 2- 



1 . 1 



2 . 2 



2 . 2 

X 



oder naeh beiddrseiliger Multiplikation mit o;, fiir 

+ = TT- (3) 



1 . 1 

X 



1 + 



2.2 

4r > 



1 — *- 



8.2 

— jp 

4.5 



Aus dem Ketteiibruche iu (2) läfst sich auch noch ein anderer für e* 
itcii. Setsi man nämlidi m Wst ul ^ Xs wi^ wird 



l-i- 



2 

3 
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und wann nun zur Giinze Cor unoidlich wachsende m. 

'=-4- 



' 1. 



O 

X 



X 



g 



s 



1-5^^— 

1 » • • • 

SehafI man hier der Reihe nach durch Uehmiff so viel Bräche ala möglich 
weg, 80 geht die yorslehende Gleiehiing in die einbchere über: 

••^-S (4) 



1+^ 



3+^ 



«-1 



9 — 



7 + 



2 • • • 



wonach sich auch der Werth von e näheniogsweis berechnen Itefse. 
Ninunt man in der Gldchung (I) a = y = - und setzt £^ fSr x, so wird 



. 3.5 



A • « • • 
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und wenn man beiderseits mit x maltiplizirt und im Kettenbruche die 
ßrüche aus den Zählern und Nennern der einzelnen Glieder wegschafft, 
so ist für dp ^ i 

i 1— i^jp« (5) 

s — ZJL 

5 — — 



7 — 



0 • • « • 

Setzt maa faier x V^^hE für jr, so «rgiebt sidi 

g-i 



'7 + 



Q • » • • 

woraas man s. B. &it x^i Andet 

fS 1 

6 + 1 ... 

7 + 



4) • • • i 

ein dnreh aein Bildongsgesviz aebr mukwurdiger Rettenlmicb. 

II. Kehren wir wieder zu der Gjeichung (15) in §. 69 zurück uud 



setzen dort ^ für Xy so haben wir 

ß+U r+i) ^ 1 + + i.2.(y+i)(y+2)«»/J»T- 

Nehmen wir hier ^ s= lassen dann a ins Unendliche wachsen und nen- 
nen V and F die Gränzwertbe der Reihensommen ffir nnendlicb wach- 
sende cty SO ist 

= *+r:^)+i.».ö+iXrf»)"*'t »-»-ö+iXH^Xi4*) ^ ^ 
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und wenn vir auch Im KeUeabmche ^ ß^x setseo, dannf ß=u ins 
Uneadlidie wachsen latsen, 

CT . X» 



I i y(y+i) 



41 (y+^)(y + 2) 



1 -|. (y+g) (y+g ) 



iraMv nach Wegschafiung der Brüche folgt 



r + S (*o) 



Eine sehr inehüge SnhstUalion isl hier y=t=l und - fdr ir* Mäii er* 
bäU HiMi dieselbe ^ 



14- — -I _J I 

= + ^ » ^ , 

■^1.äT^1.2.S.4 1.2.5.4.*.« +•'* 

d. i« 

1.3.2^^1.2.3.5.2*^^1.2.5.3.5. 7. 2» 

^f4-— t ^ . jH» 

^1.2.3^ 1.2.5.4.5 ^ J .2.3.4.5.6.7 + 

odeir 

ü = — 

2x 

Setzt man aneh in den Ketteahmche / ss i uad ^ » ±^ schafl 

8 2 

die Brüche weg und substituirt für 17 imd F die gefundenen Werkhe, 
So wird 
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^ 7 «T» 



oder 



3 + 



5 + 



X 



T + ... 



Hieraus erbält man noch, wenn man x V — i für x nimiDt, 



tun s SS 



1 — 



X 



2 



(12) 



7 — ... 

Die ietztea zwei Gleichungen sind besonders merkwürdig und bieten 
antedem noch durch ihre Form den Vortheii dari dab man miUekt dea 
in §• 65 bewieMoen Theovemds iber die irrationalen Wortiie Ton «F und 
toMx etwas Nttniee ana ihnen erfahren kamib 

§. 71. 

IKtt fawrilBnaftft der mHiriidiea XogaMiinctt tmA der Liiib1]^h'f(lieii SBdiL 
I. Setzt man in der Gleichung (Ii) x z= einer rationalen Grölse 
■^1 gleichviel ob gebrochen oder nicht, und bemerkt, dads 

ist, 80 wild 

.2 n ^ 

1 — -Tcr = 



e» +1 



• • • • • • 
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woraus sich nach We^schaffung der Bruche iu den einzelaen Gliedern des 
KeUeuhruches leicht die Kelalion 

2 ^ m 

■ 7« 4" • • • 

cvgiebt« Da in dem Kettenbrache die löMer der einselnen Glieder im- 
mer ssm* sind, die Nenner dagegen fortwSlirend wachsen, ao mnfa frü- 
her oder spHler in demselben eine Stelle kommen, ron welcher ans, ab- 
wärts gerechnet, alle Glieder des noch folgenden Kettenbmches ächte 
Brüche sind. Der Gränzwerth eines solchen liettenbruches ist nach §. 6S 
irrational, folglich ist es dann aneh der Gränzwerth des in (1) stehenden 
Kettenbracbea, wcfl jedenfhOs ein Theil desselben iirational sein mnfs. 
ffieraus folgt unmittelbar die Irrationalität der linken Seite in der Glei- 
chung (1) und diefs führt zu dem Satze, dafs für jedes rationale m nnd n 



m 



die Potenz irrational ist. 

JNohaen wir «nfaeher » n l , ao entapringl der mechwärdige Satz, 
difii alle ganam PotenM der GmadiaU der aaÜilicheB Lagarithnea ir* 

rationale GrÖfsen sind, der Gleichung e'=^y iai daher y imtioaal, 
wenn z rational ist ; soll aber y rational werden , so mufs z = log y ir- 
rational sein. Das natürliche Logarithmensystem hat also die 
merjkwüirdige Eigenachafl, dafs die LogarithaieB aller ra- 
tionalen- Zahlen irrational sind, nnd hierdoreh nnterseheidet sich 
dasselbe wesentlich von allen anderen Systemen, die entweder rationale 
ganze Zahlen, oder algebraische Wurzeln aus solchen zu Grundzahlen 
haben, wml in jedem dieser möc^ben Systeme rationale Zahlen Toikom- 
men müssen, zn denen aneh rationale Logarithmen gehören. 

n. Setzt man in der Gleichung (12) des vorigen Paragraphen x 

m 

, so ergiebt sich leicht 



n 



tan — ^ 



(2) 

gji 



5» — 



7« — ... 

Hier können gaoasL ähnliche Bemerkuigen gemacht werden. Es nmia 
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nämlich iigend eine Stelle kommen , von welcher abwärts alle Glieder des 
noch folgenden Retteobraches ächte Bruche sind; auch tiiU hier der Fall 
nicht du, dafe von irgendwo an der Rettenhmeb die Form 



m* + i 

haben kSnnte, weil die Nenner n, Sn, 5n, 7n a. a. f. ins Unendliche 

wachsen. Bezeichnen also m und n ralionaie Zahlen, so ist nach §. 65 
der Gränzwerth des Kettenbruches rechts irrational und milhin ist es auch 
die linke Seite; d. h. die Tangente eines Bogena, welcher zum 
Halbmesser in einem rationalen Verhältnisse ateht, ist in* 
commensnrahel mit dem Halbmeaser. 

Hieraus folgt sehr leicht , dals die Ludolph'scbe Zahl 7$ eine Irratio- 
nalzahl ist. Nach §. 70 Formel (12) ist nämlich für ^ == 



1 = 



5 — 



16 



7 — ... 

Wäre nui - gleich einem rationalen Brache des Halbmessers, also ^ 
SS so würde daraus folgen 



1 = 



3/1 



5»« 



7» — ... 



6 — 



er 



7 "~" i • • "> 

Aber der Griinzwerlh dieses Kettenbruches ist irrational und kann daher 

der rationalen Einheit nicht gleich sein. Daraus folgt, dafs die Voraus* 
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leteimy j =:-^ falsch war und deumacb milbln auch n selbst , zum 

HaflnMtMr nMonMosanM ist. 

Man kann aach noch zeigen, dafs irrational ist. Aus Formel (12) 

$. 70 folgl Bimlidi vermöge der Bdatioii est jts ^ 



Umx 



7 — ... 

oder 



1 — JT CO/ JT = 



5— » 



6 — 



7 — 



uid hieraas für x s - 



(!)• 



1 = 



.-6)! 



7 



Wäre nun rational so würde daraus folgen 

_ P 



i s 



7jr — ... 

Der Grinswerlh dieses Kettenbrtiekes ist aber iiratieiial und kam nidii 
SS 1 sein. Midiiii ist auch nieht ratioiial» i. b« imtioiial« 
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9 

9 

Schlufsbe trachtung. 

Überblicken wir das Ganse der Inaher gewonnenen Rendlale, » 

zeigt sich, dafs wir unsere im Anfange gestellte Aufgabe, die zur £rfor- 
schiiDg der JVatur dec wicbtig^lea Funktioaen 

^» ^» «MX» eoiSf ianx, eots, sees, eotee s 

jiretin x, Arte%i Xf Arettm Xf Arecot x 
nölhigen Relationen aufzustellen, in einem Umfange gelöst haben, welcher 
im Einzelnea nichts zu wünschen übrig läfsU Wir &iod im Stande , für 
jeden iieliebigen. Werth der Veninderliehett or die enUprechenden Warthe 
jener JP^nktienen xm herechnen nnd ebenso haben wir in verschiedenen Sä- 
uen über die Gräniwerthe fewkser Ausdräehe» z* B« 

JWb ^1 + ^j* ?= «*, JtÄi = & n. 8. f. 

nnd In den aannidifhltigen Gkiebnigen nul iaMgiiriiren GiMies» e. £. 

e** == CM jr -1- ism x, I f~^^ s= Mctm x u« s. f. 

Beziebuiigen kennen gelernt, welche den gegenseitigen ZusammenbaDg 
zwischen zwei anscheinend ganz verschiedenen Funktionen, wie Potenz 
and£zponenzialgrölsey Ezponenzialgrö(se nnd Sinns etc.» aufdecken und 
gewissenBafsen Übergangspunkte ans dem Bereiche der einen Funktion in 
den einer anderen bilden. 

Für das erste dieser Resultate gilt noch eine interessante Bemerkung. 
Wir haben nämlich durch unsere Untersuchungen Terschiedene Formen 
kennen gelernt, in denen sich der Werth einer Funktion inr gegebene 
Werthe der in ihr enthaltenen Veränderlichen berechnen läfst; diese For- 
men sind: die Reihe, das Produkt und der lietlenbruch, welche alle ent- 
weder endlich oder unendlich sein können. Merkwürdig ist hierbei , dafs 
die genannten Formen genan den vier Spezies entsprechen) die Reihe re- 
präsentirt die Addition nnd Subtraktion, indem sie dnrch successive Addi-*' 
tionen, oder, wenn sie auch negative Glieder enthält, zugleich dorch soe* 
cessive Subtraktionen gebildet wird; das Produkt stellt die contiiiuirliche 
Multiplikation und der Ketteubruch die fortlaufende Division dar. Von 
diesen drei Instrumenten, mit weichen wir den inneren Organismus der 
Funktionen untersuchten, ist das erste zugleich das wichtigste, indem es 
den gröfsten Spiehraum der Anwendbarkeit darbietet. Es hat &t)hsi wie- 
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der zwei Unterarten, nämlich : Reihen, welche nach Potenzen der Haupt- 
gröfse oder einer Funktion derselben fortschreiten, und solche, welche 
nach dem Sinns oder Cosinus der VieUachen eines Begens fortfehen. Von 
der erstem Art sind die Reihen: 

a^^sinx sin^ x y\rü^ tm*x -{-*••• 

oder überhani^l 



• • f 



für die zweite gelten die Schemata: 

•o H" ^1 ^^-^ ^ ~\' ^% 2* a^eosZx , 
«I JM « -|- «2 jäi -|- «äi 5jr -f* • - • 
Es entstände nnn die Fingen nach welcbem ganz aligeneioeB GeseUse 
sich die Coeffizienten bilden müssen, wenn man eine beliebig gegebene 
Funktion f{x) in eine solche Reihe verwandela will, und welche Umstände 
noch statt finden müssen , wenn jene Verwandlung überhaupt möglich seia 
soll. IMese finge wird ans mler Aadercm die höhere Aailysis heantr 
Worten, welehe anfserdem noeh den i^enannten drei Viltebi zur Untersv- 
chung der Funktionen ein viertes zugesellt hat: das bestimmte Inte- 
gral, den mächtigsten Hebel für diese Aufgaben, die galvanische Sänle 
der Mathematik* 
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